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引言 


近 10 多 年 来 ,有 限 维 动力 系统 的 问题 .思想 以 及 部 分 性 质 已 
深 深 地 渗透 到 无 穷 维 动力 系统 和 偏 微分 方程 的 理论 之 中 .许多 国 
内 外 学 者 已 对 数学 物理 发 展 方程 描述 的 动力 系统 理论 进行 了 研 
究 , 这 些 方程 有 Navier-Stokes 方程 ` 非 线性 Schrödinger 方程 ,KdV 
方程 , 铁 磁 链 方程 ,Ginzburg-Landau 方程 ,反应 扩散 方程 .阻尼 半 
线性 波 方 程 等 等 .由 于 许多 科学 家 的 努力 ,在 适当 的 浴 函 空间 已 获 
得 Navier-Stokes 方程 的 整体 吸引 子 . 即 当 z 一 + co 时 吸引 Navier- 
Stokes 系统 所 有 有 界 集 上 出 发 的 轨道 的 紧 致 连通 集 , 且 在 Haus- 
dorff 意义 下 是 紧 的 有 限 维 集 ， 维度 的 上 .下 界 估计 也 已 获得 
Navier-Stokes 方程 的 上 述 结果 刺激 了 对 其 他 数学 物理 方程 吸引 子 
的 研究 . 数学 家 们 已 建立 了 吸引 子 存在 性 .基本 性 质 ,吸引 子 的 局 
部 化 和 流 形 直 近 等 一 系列 理论 . 特别 在 最 近 几 年 围绕 吸引 子 结构 
和 方程 解 的 长 时 间 动 力学 性 态 研究 , 人们 相继 发 现 了 惯性 流 形 , 即 
内 售 吸 引子 ,指数 地 吸引 解 的 轨道 且 在 其 上 无 穷 维系 统 约 化 为 有 
腿 维 动力 系统 的 有 限 维 正 不 变 Lipschitz HE. 发 现 了 和 惯性 形式 、 
指数 吸引 子 ,决定 结 以 及 近似 惯性 流 形 等 等 与 此 同时 ,在 数值 和 
近 研 究 领域 ,发 展 了 线性 Galerkin 方法 .建立 了 非 线性 Galerkin 各 
近 以 及 其 与 有 限 元 \ 有 限 差分 相互 交叉 结合 的 其 他 逼近 模式 . 在 此 
期 间 , 对 弱 耗 散发 展 方程 定义 的 无 盆 维 动力 系统 吸引 子 及 相关 问 
题 也 获得 比较 丰富 的 结果 . 所 有 这 些 成 果 , 对 逐步 揭示 由 非 线性 发 
展 方程 所 刻 划 的 非 线 性 现象 发 生机 理 和 内 在 规律 有 重要 意义 . 随 
着 研究 工作 的 展开 ,我 国 数学 物理 作者 也 做 了 大 量 有 成 效 的 工 
AE. 

ABBA FHS HEBD BARE ME LBS 2 IER —— ea 
题 , 书 中 涉及 到 的 内 容 , 绝 大 多 数 是 近 几 年 取得 的 研究 成 果 ， 

我 们 研究 一 类 非 线性 发 展 方程 ， 


dt du + Rou) =0 (1) 
其 中 A 在 某 一 Hilbert 空间 H 上 基线 性 、. 自 共 思 无 界 算 子 , 民 是 
非 线 性 算 子 , 令 S(t) 是 由 (1) 及 其 初 值 问题 确定 的 非 线性 算 子 半 
群 ,S(t) :wo>ult), 记 PP 起 HH 中 其 有 有 限 维 值 域 的 正 交 投影 ,Q 
=[-P,id p= Pu,g= Qu :假设 (1) 在 五 中 存在 有 界 吸收 集 ,于 
是 在 引进 截断 函数 8, 且 将 (1) 分 解 后 ,(1) 的 解 的 长 时 间 性 态 等 价 
于 下 面 两 个 方程 解 的 性 态 : 


dg + Ap + PF(u) =0 (2) 
aa + Aq + QF(2) =0 (3) 


其 中 下 = 9R(x). 假 设 下 是 定义 在 R 上 取 值 于 五 HAREA 
数 , 则 (3) 有 唯一 解 , 当 +-> - co 时 保持 有 办 ,于 是 


g(t) = en NAD (5) 一 [et DARQF( u )dz 


令 5 一 一 co ,有 


g(t) =-{ OQ Rule) dr (4) 
特别 ， 
q0) = - PP 9QF (ule) de u(r) = p(r) + q(r) 
(5) 


假设 Lipschitz 函数 $:PD(A)>QD(A), EP D(A) A 的 定 
义 域 ,uw (1)= p(t) + dos) 于 是 


a0) =- |) QF( P(e) + $Cp(r)))dr 
$5 ple) = plr $ by) EDF w= pt P(p) NE po 为 始 值 的 


g$(p0) =- | OF (ole) + APde (6) 
换 py 为 p(t) HERB p(x, $,p(2)) = patr $, po), TE 


“U* 


Fpl) =- f ee COE ( plr) + (plr)))dr (7) 


可 以 证 明 , 若 算 子 4 HRE TS TB” A, T) RST TI 
一 类 函数 空间 .%,, 存 在 不 动 点 #, 且 有 


$(p) =- oP QF(pir) + $Cp(r))dr (8) 


$ w=graphd M p WRAP KR: 

(SC) up, Y 120; 

(ii) p 是 有 限 维 Lipschitz 流 形 ; 

Citi) pe FBR CL) PAA A. RAR jy AOJE 
性 流 形 .显然 在 p 上 (1) 约 化 为 {2), 其 中 u=pt+d(p), m2) , 
是 有 限 维 常 微 动 力 系统 . 称 为 {1) 的 惯性 形式 . 

这 就 产生 了 一 系列 课题 : 

是 否 对 具有 吸引 子 的 所 有 数学 物 奋发 展 方程 都 存在 惯性 流 
形 ? 

如 果 谱 间隙 条 件 不 满足 ,能 否 用 其 他 流 形 或 具有 -- 定 特征 的 
集合 逼近 吸引 子 ? 

什么 情况 下 ,可 以 用 其 他 流 形 沁 近 惯性 流 形 , 而 且 以 Co, Cc! 
拓扑 收敛 到 惯性 流 形 ? 即 所 谓 近 似 惯 性 流 形 的 构造 问题 . 

近似 惯性 流 形 ,惯性 流 形 的 显 式 表示 及 数值 衣 近 问题 . 

BF AAAS. 

等 等 . 

本 书 围 绕 上 述 疝 题 , 对 (1) 的 懂 性 流 形 , 近 似 惯性 流 形 ,数值 租 
近 模 式 , 近 似 惯 性 流 形 的 收 敏 性 ,吸引 于 的 亿 近 等 进行 了 较为 系统 
的 研究 . 书 中 总 结 了 1988 年 以 来 在 无 究 维 动力 系统 的 上 述 研 究 领 
域 的 许多 重要 成 果 , 其 中 有 不 少 是 作者 及 国内 学 者 取得 的 . 

第 一 章 , 惯 性 流 形 .研究 了 方程 (1) 在 “ 详 间 隙 ”条 件 下 , 算 子 半 
群 St 的 强 收缩 性 和 锥 不 变性 ,基于 刍 不 变性 ,运用 讨 缩 映像 原 
理 导出 惯性 流 形 存 在 性 ,研究 了 公 性 流 彤 的 构造 及 其 稳定 性 . 对 算 
子 A SASF BESET ie WR. 


:证 ， 
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形 几 种 不 同 的 构造 方法 和 技巧 ,同时 研究 了 解 的 Gevrey 类 正则 性 
和 指数 逼近 的 近似 懂 性 流 形 ,对 非 自 共生 弱 耗 散 、 非 自治 情形 也 获 
得 近似 惯性 流 形 的 一 些 结果 . 

第 三 章 , 我 们 研究 了 非 线 性 Galerkin 逼近 模式 , 非 线性 
Galerkin 有 限 元 , 非 线性 Galerkin A BEA BRA. DT 通 近 和 
近似 惯性 流 形 族 的 构造 是 近 几 年 来 最 好 的 研究 成 果 之 一 . 

第 四 章 研 究 了 近似 惯性 流 红 的 收 义 性 ,DT 通 近 的 收 敏 性 , 近 
似 惯 性 流 形 的 C), C 收敛 性 ,- - 些 收敛 性 结果 是 比较 深刻 的 . 

最 后 一 章 , 第 五 章 对 (1) 的 指数 吸引 子 进行 了 研究 ,研究 发 现 ， 
几乎 所 有 有 具有 了 吸引 子 的 数学 物理 发 展 广 程 ,都 具有 指数 吸引 子 , 即 
惯性 分 形 集 . 研究 了 离散 和 连续 动力 系统 的 指数 吸引 子 , 弱 耗 散发 
展 方程 的 指数 吸引 子 , 有 界 和 九 界 域 上 上 (1) 的 指数 吸引 子 , 并 对 几 
类 数学 物理 发 展 方程 吸引 子 的 分 形 结构 进行 了 描述 ,同时 给 出 吸 
引子 的 分 形 局 部 化 逼近 序列 . 

书后 参考 文献 仅 就 最 主要 的 列 出 ,在 每 章 序言 中 都 给 出 了 最 
主要 的 参考 文献 目录 . 

本 书 力求 比较 系统 地 总 结 近 10 年 来 在 无 穷 维 动力 系统 惯性 
流 形 以 及 吸引 于 相关 领域 的 主 归 成果, 半 于 动力 系统 研究 领域 . 非 
线性 发 展 方程 研究 领域 和 从 事 无 穷 维 动力 系统 研究 的 高 校 教师 、 
研究 人 员 ,科研 院 所 相关 研究 入 员 ,都 可 以 不 困难 地 通读 全 书 内 
容 , 并 会 从 中 发 更 尚未 解决 的 许多 研究 课题 . 

近 10 年 来 ,在 无 穷 维 动力 系统 研究 领域 取得 大 量 的 研究 成 
果 , 由 于 时 间 和 篇 幅 所 限 ,一 些 重要 的 成 果 可 能 未 能 述 及 , 书 中 也 
可 能 有 不 妥 之 处 ,请 读者 鉴 谅 和 指正 . 

本 书 得 到 中 国 科 学 院 科 学 出 版 基金 资助 ,在 编写 过 程 中 得 到 
国内 外 学 者 的 支持 和 帮助 ,科学 出 版 社 吕 虹 同志 付出 了 艰辛 的 劳 
动 ,我 们 在 此 一 并 表示 诚挚 的 谢意 . 

作者 
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第 一 章 ”惯性 流 形 
本 章 首先 给 出 惯性 流 形 的 定义 ,证 明了 在 “ 谱 间 趴 "条 件 下 ,个 
性 流 形 存在 性 定理 ,在 第 二 节 介绍 了 惯性 流 形 研究 领域 的 新 进展 ， 
本 章 主要 参考 文献 见 [1] ~[35]. 
$1 一 类 非 线 性 演化 方程 的 惯性 流 形 


在 Hilbert 空间 互 上 给 定 内 积 (,，) , 非 线性 演化 方程 具有 形 


式 
和 + Au + R(u) =0 (1.1) 
其 中 
R(u) = Blu,u) + Cu- f (1.2) 


AH CREER RHA ST. D(A)TE H PR. A 是 正 的 ， 
即 

(Av,v) >0,V¥u E€ DA), v <0 
A IERA, Kit um Au EM D(A) SI H WAH. AS RRA Hs 
”次 等 .空间 V2, (sR XVa = D(A')) 是 Hilbert 空间 ,具有 内 积 ， 
(u, u) = (Au, Aw), Y u,v € D(A) 


uE V, & lul, =(u,u)?. 
因 A CERRAHI, WFE H 的 正 交 基 |w,| ,由 A 的 
特征 向 量 组 成 ， 
. Aw, = àjw; (1.3) 
特征 值 满足 
O< A, SA, k-", Aj ++ œ j — œ (1.4) 
<1. 


从 (1.3),(1.4) 易 得 
[A$ul> a luiu € D(A?) (1.5) 
| AP dul az] Ar i Yn € D(A2), Yp (1.6) 
S Py EH Eiw pw w Pi FERRY ON = 1,2, 


=), Q= 1- Py. 721.2) PRERA Ru), Blu, u) AI 
线性 算 子 DOA)X D(A)-H,C 是 (A) 到 日 的 线性 算 子 ,fE 


D(A). 进 … 步 , 设 


(Blu,v),v) =0,Yu,v E€ D(A) (1.7) 
|Blu,o)l:2 Cyluld|Atu 2lAtel$lAvl?, Y u,v € D(A) 
(1.8) 


‘CulZ {Alu 1|Aul?, Yu E D(A) (1.9) 
连续 性 质 : 


[ASBCu,v) |< Cyl Au | Av], Y u,v € DCA) (1.10) 


[A2Cul<C,|Au|, Wu € D(A) (1.11) 
最 后 , 设 上 +C 是正 的 , 即 有 
((A + C)u,u) Dal Atul? Vu E D(A),a>0 
(1.12) 


考虑 (1.1) 的 初 值 问题 , 即 (1. 晶 满足 初始 条 件 
u(0} =«4,€H (1.13) 
设 问题 (1.11), (1.13) 其 有 了 唯一 解 S(t) uy, VEE 及 
S(t)uy€ D(A), VERMI S(1) 具 有 通常 的 半 群 性 质 . 
现 对 方程 (1.1) 的 解 作 一 : 致 先 验 估计 .为 此 ,和 需要 如 下 不 等 式 


和 引 理 :对 于 B>O, tetan, 1<p,gq<+oo, 有 


StI eo, = 2 Be: | e 1y, | 


EAE a) 


引 理 1.1 Bgl), At) vO REDE ABR, t 
<w, CHE 


dY < gy thy We > to (1.15) 
且 , 
t+1 t+l . , “t+1 
| gls)ds <a,| A(s)ds < az, | y(s)ds < a3, Vt > to 
t t 
(1.16) 


其 中 Q11025053 为 正常 数 , 则 有 
ylt +1) < (a3 4 azexplay), Vt DS to (1.17) 
(1.1) ll u 作 内 积 , 利 用 (1.7),(1.12) 可 得 


Eu)? + alAtul? -< IC, u)t 
41, 1 
SATII fil Aza 
. ajał j2, A 2 
SZ 1A2w| taal T! 
TRA 
lul? + al Atul? <4 ju]?4 a| Atul? <- “LF? 


(1.18) 
(1.1) Au 作 内 积 , 由 (1.8),(1.9) 和 (1.14), 有 
|Blu,ud + (u, Auil 


<Clul|?| Abul? + Cyl Adu ld Awl? 
< 54(Ctlul?| Adu |’ + Cl abul?)+ L| Au |? 

类 似 地 ,有 | (f Au) SIF] | AxisS1712+ 二 14u|2. 由 此 可 得 
计量 143e2+ alAtal? <4) adel? + | aul? 


-3> 


< Celu l Adult + Cr Abul? +21 fl? 
(1.19) 
(1.1)5 Au 作 内 积 ,得 
id 
2 dt 
<|Blu,u) + (Cu, A u)|+ | (f, A u)] 
<|(A2(Blu,u) + Cu), Adu) | + [(A2f,A2n)| 


3 i 2 
<C,;|Aul2|Adul+ Cal dul |AZul+ [ATF | Aul 


| Au |? + | Aĝaj? 


1 3 1 1 3 
<1¢,| Ault + Cyl Awl? + FILARI g lA?u]? 
因此 
| 3 
d| Awl? + ay] Awl? <i | Awl? + |A2u|? 
3 1 
< Cyl Au |4 + Co| Au |? + 3|1A27|? 
(1.20) 


将 (1.15) 应 用 于 (1.18), 可 得 u(t) = S(t)wuo， 
late) |? < | u(0)|exp(- aiit) + ofll1 ~ expl- aa,t)) 


(1.21) 
其 中 po= 33, | fl .因此 | u(t)! 对 上-- 致 有 界 , 有 
lim sup| u (2) |? < ø (1.22) 


再 从 (1.18), 有 | | Adu lds 是 -- 致 有 界 的 .由 (1.19), 有 
d| Atul? S ColAŻul* + (Cr - A)l Abul? +21 fl? 
其 中 Cio= Cobh, | ule) | Sbi, t: 之 0. 则 由 引 理 1.1, 令 
£= Cyl A2u|?, y= | Aul? 


h = (C -A)| Abul? +21 £1? 


可 得 | Au |? fe 可 上 一 致 有 界 -由 (1.19) 可 知 | | Aus) [as 


一 致 有 界 , 再 从 (1.20) 可 得 | Az(z)12 和 143u(s)12ds 对 
一 致 有 界 , 因 而 


lim sup| A2 u(t) |? < gf (1.23) 
lim sup| Au(t) 1° < 03 (1.24) 


从 (1.22),(1.23), (1.24) 可 知 ;(1.1) 的 任何 解 在 某 个 时 间 之 后 
(之 如 >0) 分 别 进 入 球 
By=iz€ H, | zx|<2p0l 


B, = |z € D(A2), | AYz|<2p,) 

By = {x € D(A), i Ari <2} 
中 , 且 Bs 的 ww MRE sv, 

以 = ofB2) = N 9 Cl CU > S(t) By) 
是 (1.1) 的 整体 吸引 子 , 闭 包 C BUEH LAA 

AS B: N Bı N Bo 
我 们 考虑 {1.1) 的 截断 方程 的 惯性 流 形 . 设 06(s) 为 入 ,到 [0， 

1) HG AK: OCs) = 1,0 s <1; 6(s) =0, 522, | 6’(s)| <2, 
s=20. 固定 p=20,, EX 


则 (1.1) 的 截断 方程 为 


E+ Au + blAnl)R(u) =0 (1.25) 


(1.25) ROME a{0) = woE 的 解 的 存在 人 性 ,唯一 性 的 证 明 是 直 
接 的 .显然 , 当 | Aul <p 时 ,9.( | Aw |)=1.(1.24) 和 (1.1) 是 相合 
的 . 当时 ， 6,( | Au | )=0.6(1.24)45 A2w 的 内 积 ,得 


djan]? + A,| Au [2s if Sau)? + Abul? <0 


5. 


因而 轨 线 u(r TE D(A) PUTER RST EE p20 HRP. 
Hob Ru) u 是 局 部 Lipschitz 连续 的 ,而 F Cu) = 0,( lul). 
R(u) 2M Lipschitz( 以 下 简写 Lip) 8% , MFE 天 ,使 
|Flu)- Flo) |< Klu-vl,Vu,v€ H (1.26) 
定义 ERATIS) :0 的 价 性 流 形 ,是 一 个 有 限 维 的 光 
清流 形 pE HOEWE Lip), CHE 
(i)a BREN. MA 
Slt)u Cy. (1.27) 
Cit) ge 指数 地 吸引 (1.25) 方 程 的 所 有 解 . 即 存 在 常数 k >0， 
&2 2 人 ,对 于 uE H,” 
dist(S(z)ug.4) S kje t, Wt >0 (1.28) 
(iti) RIF ATE p E. 
现在 变 构 造 出 惯性 流 形 ,从 而 证 明 惯 性 流 形 的 存在 性 . 设 Py 
是 在 日 中 NN 维 的 正 交 投 影 ,Qv = 了 Pw. 并 记 P= Pn,Q= Qn. 
B u(t) 是 (1.25) 的 解 . 令 p(t) = Pu,g(t)= Qu, M pl) gle) 
在 PH 和 QH 上 满足 : 


d? + Ap + PF(u) = 0 (1.29) 
da + Ag + QF(u) = 0 (1.30) 


KP F(x) = 6,(|Au |) Ru). E u= ptg RMNFRKRERL 
LCE Lip BR DS: PD(A) -QDA AA a. BD p= 
graph®. BAS 作为 一 个 算 子 .在 函数 类 胸 ,; 上 的 不 动 点 得 到 .其 
th Y, te — 38 RO: PD(A)--QD(A), CWE 


|A®(p)i<b, Vp € PD(A) (1.31) 
| A®( p,) - A®(p,}|<1| Ap, - Aps|, Y pip, € PDCA) 
(1.32) 


supp® C {p E€ PD(A)| | Ap |< 4e! 
其 中 5>0,1>0. 当 p=p(t),g= OC p(t)) WE (1. 29) (1. 30) 
it, = p(t) + O(p(2)) 1.25) HE. ED EF, PRE, py 
站 6 a 


PD(A), 则 
ae + Ap + PF(p + ©(p)) = 0, p(0) = py (1.33) 


的 解 p= pli;po, 吕 ) 是 唯一 存在 的 .这 是 由 于 so 一 BR(o + O(c) 
是 Lip 连续 的 . 因 p= p(tsp,,.6),Vc€R .类 似 于 (1.30), 有 


de + Aq + QF(p + (p)) = 0, p(0) = pa (1.34) 


由 于 QF (p+ @B(p)) 是 有 界 的 :R->H, 因 此 (1.34) 存 在 唯一 的 当 
foo 时 是 有 界 的 解 y(t). 由 此 可 得 


q(0) =- eo + @(p))dz (1.35) 


其 中 p= p(x) = plr, D, po). aO MME OCH HM pe 
PD(A).q(0)=¢(0, bos D). BR 

Po € PD(A) — a(03 py, ®) € QD(A) 
把 PD(A) 映 射 到 QDA), iA FO. Alt 


FBl) =-| eA9QF(u)dr (1.36) 


FP u= u(r) = plr, D, py) + O( p(2;0, po)). 因 g (0)= 
多 (po) ,于 是 寻求 关于 N ,65,i 的 条 件 , 使 
(DF RHF, BAS; 
GFE 元 ,上 是 压缩 的 . 
现在 考虑 函数 S: PD(A) ~QD(A)(P = Py, Q = Qu=1- 
Py). BEF, 1 WH AC.31)~ (1.33). 
引入 距离 
lo -wil = sup |AG(p)-AW(p)| (1.37) 
则 务 ,, 是 一 个 完备 的 度量 空间 .对 于 OCF, ,映射 9 在 PD(A) 上 
定义 为 
FO po) =- P e*ar(u)de, Py E PD(A) (1.38) 


H u(r)= piri O, py) + D( p(s ®, po)), ples D, p) 是 
(1.29) 8B p(0;%, pp) = po 的 解 .以 下 我 们 对 算 子 多 的 性 质 进 
行 研究 . 

a 7 a 


31.2 Ha>0 Mr<0,8F(AQ)e™ QH LER 
BERN, CE QH) 上 的 模 ( 即 |(AQ)*e"910,) 是 加 于 
Kleri, 当 - ayy Sr <on | 
4 (1.39) 
Aka rent, x- o< rí aà nay 时 
证 v= D. ne Oi BQH 上 的 一 个 元 素 , 则 
| (AQ yey | 2 一 D BORCH e™ 24? < supi>a,, (Ae ery) b? 
= SUP zay, 6° ey | u I? 
因此 
1(AQ)eera ， 0 5 SUP Ate" 
初等 计算 表明 
tri "(ae t, 当 - Gane <r <0} 
sup (Ate) = 4 。 4 
dean Ana tenet!» X r<- yay 时 
我 们 得 到 (1.39), 其 中 K3= Ka(a)=(ae ')*. 
作为 (1.39) 的 直接 推论 ,有 


P AQE dr- en OaD 
(1.40) 
其 (1.10),(1.110) 可 得 
|(AQYER(u) |< | AŻB(u,u)|+ |AŻCul+ | AZ SI 
<C3|Aul? + Cil Au|+ |A2fl 
当 | Au | >2p 时 ,go(| Aul )=0,4 
(AQP EGO) |< K4 (1.41) 


其 中 Ks=4C3p?+ |A3f| ,Ftu) 由 (1.30) 所 决定 . 
引 理 1.3 B pE PDCA), FO pa) E QD(A), 则 


1 
| AF®( pu) |<< Kaye, (1.42) 


| A3FB(p) |< KoA (1.43) 
其 中 K5, Ka 是 适当 的 常数 , 它 :与 py. © BR. 
证 A Qee 5 lil FO( pp, E QD(A), 


[AFDC |< |’ | AQF) | de 
< f’ ICAR). lo, | (AQ) F(x) lde 
| A37@( po) | <P |(AQ)4e“9R(w) | dr 


<| AQRAR 9] (AQ)ŻFC) de 
不 等 式 (1.43),{1.42) 可 从 (1.40),(1.41) 得 到 . 现 取 


b= Ksaw, (1.44) 
则 对 SEF, ,类 似 于 (1.31), 二 满足 
[AFP po) | <b, Y po E PD(A) (1.45) 


由 于 (1.43) ,3@ 是 在 D(A3) 中 的 有 界 集 . 因 AIRRA, K, 
FO 的 值 域 是 QD(A) 的 一 个 紧 子 集 . 它 不 依赖 于 © 

现 考虑 FO 的 支 集 性 质 .连续 人 性质， 

511.4 对 每 个 GES, IO 的 支 集 包 合 在 1pE PD(A); 
|Ap|<4p}. 

证 u=pt+DB(p). snl Apl>2p. 则 

| Au| = (|Apl?+ |A®(p)|2)2 > | Apl > 20 

因此 6,(| Au} ) =0. . 

现 设 | Apo| >4p, 则 在 t 的 某 个 区 间 上 | Ap(z)| >20. FÈ, 
方程 (1.28) 为 


dp 
di + AP = 0 


由 此 推出 


d 2 2 1 dl Apl? ,12 = 
4, Apl? + ail Ap < de + |Azp|* =0 


1 

2 
因此 ,对 <0, A 

2p < |Ap(0)|< | Ap(r) lexplàir) = | Ap (r)! 
因而 9,(| Au(r)|=0, Yr<0. 由 (1.38), 有 
FB(po) =0, YOED, 

先 证 非 线性 FC AS Lip ti Mi. 

引 理 1.5 pop E PDCA), Or, BE Fris uw = pt 
(p), M 


[ATF (u,) - AZF Cu,)| 
<K7[(1 + £)| Ap, - Apa| + Il S,- B21] 


其 中 常数 K, 不 依赖 于 p; 或 @ (其 中 =1,2). 
证 首先 ,注意 到 从 (1.10) 和 (1.11) 推 出 


| A2R(u,) - ASR(u2) | 


(1.46) 


之 | A2[ BC uy u) - Blusu) + Blur, uz) 


— Blur, u,)||+ | ACn, - ua) | 
< Cal | Au,|+ | Au; |) | Aw, 一 Auz | + Ca | Au — Au, | 
和 
| AZR (ey) |< Cy] Au, |? + Cy Aus |? + [AZZ 
定义 G 如 下 : 
G= ADF(u,) — AZF(u,) 
= 4,4 | Au, [JAR Cu) - 6,(| Aug | JAŻR (uy) 
分 三 种 情况 讨论 : 
(i)2p<| Aus | ,2¢<| Auz ， 
(ii) | Au; | <2p<| Auz | 或 | Auz | <2p<| Au, | ; 
(iti) | Aw, | <2, | Auz | <2p. 
。10 - 


利用 当 | Au | 2p at a, | An | )=0 和 |9 | 过 2p-!, 我 们 得 
到 : 
G)G=0, 
DIGI = 18 Au DA Ru)! 
= [aC Aus! AAR u, -0 Auz) JAŻR C) 
[6 Aui|) bst} Aus) | AŻRCu)] 
<2e | Aul - | Aw, ! (C3| Au}? + Ca | Aw, |? + 
[APF HLC] Au, + | Aus |)+C4] 
-| Au- Au, 
因此 


L 1 . 1 
| A2F(u,) — AZF ug) |- Ky Aug- Aus| (1.47) 


其 中 K7=2p-1(Ci4o2+ Cy2p + A? fl) + Cy4p+ Cy. 

Uy ~ Uy = py — py + (DC p,) — OC p,)) + (El p,) — &(p,)) 
# | Au, — Au; | = (1+ 72) | Ap, 一 Apa| + l -d |. KF 
(1.47), BBE (1.46). 

WERKER: EEB F, BMG, BS, 的 Lip BRET, 
且 是 严格 压缩 的 . 

首先 , 设 © 是 固定 的 , po, po € PD(A), p= p(t), p= 
p(t) 是 (1.28) 满 足 初 始 条 件 p,(0) = po 的 解 (i=1,2). 

SA=p,-p, H AWEH TE 


dA 4 AA + PFC) - PFCu,) = 0 (1.48) 


FP u= pit O(p,),1=1,2. (1.48) 5 A?A 的 内 积 ,得 
5 AJA? + Jabal? =~ (AZPO) ~ F(a), ABA) 
(1.49) 


由 (1.46) ,得 
“11° 


Al AA|? + |AZA|2< K,(1 + 1)| AA} |AzA| 


因此 | Ad|-4| Aa} >- 1434i2- K1(1+1)|1A4|1A34|. 国 
AEG PD(A),A 
al< aĝi aal. 
因此 
ha 全 1AAI>- anl AA? - Ky(1 + DARL AA |? 

或 

号 1AA1+ (ay + Kz + 1)a2) | AAS 0 (1.50) 
从 (1.50) 可 得 


1 
| AA(r)|< | AA(O) | exp(— c(Ay + K7(1 + AR)) ro0 
(1.51) 


1 
引 理 1.6 Üt yy=àÀn+1 -An~ K:(1+1)a4>0, W3 SE 
Fr P pos Py © PDA), A 
| AFB( py) - AFP py) |< L| Apo, ~ Apw| (1.52) 
其 中 


_1 1 
L = K+ Dapa [1+ yav) le žep ex | 


2 
AN 


-1 
= Anar? ay = 1+ Kx + Lanny 


YN 


推出 DCF, |. 
证 由 (1.38) 和 (1.46), 有 
| AFDC pa) — AFP. pm)! 


<[ | AQQ u) - F(u) [de 
<K(1+ DI |(AQybe®|5,{ AA(e) de 


“12. 


其 中 A= p- p M3 1.2 和 (1.51), 有 
P | (AQ)2e2 o| AAC) de 


-1 
< (fad el: (Anat AN - Ka+ DAZ ) Jdr 


fy, Ks(3 Jiel? 2exp[ - (an + Ky(1 + 2)a3 ) Jdr 


‘ | Apoi 一 Apo. | 
Ams, 最 后 右 端 表达 式 畴 于 
ae" 201 + (1 — Yran) tJexp( MEN | | Apo 一 Apo | 
AREH T (1.52). (1.44), (1.52) MRIN 1.4 推 得 
FO CH, 
IGRI CHER TEH F: 7—7 1 MEFE Lip MH. 为 
ih SBT AR ©, 和 本 ,具有 间 一 初始 条 件 . 令 
p; = p(t3@,,py),u; = pit GC p,),i = 1,2. 
我 们 估计 | APO, (py) -AFD py) | .用 相似 的 方法 ,可 得 


1 
{Aalt anonl AA l>- Kakla -ll (1.53) 
1 
其 中 A= pi 一 Pos an = (T+ K71+2)ay?y). A(0)=0, 从 
(1.53) 可 得 : 


1 
K342 || $B 一 S$, 
|AA(r) |< vay I L zl (exp(— cr) -1 
adn 


l 
KAw || ©, - D |l expl- anr) r0 
(1.54) 
如 同 引 理 1.6, 由 (1.38),{1.46) 和 (1.54), 可 得 
| AFD (Po) 一 AFD po) | 


过 | [AQF u) - Flug) | de 


0 
SK (AQ) [C1 + L) AA+ || Oy da |l Ide 
0 . 
< Kl - 4, ll F. | (AQ)20%2 lo, 
_1 
(1+ KAZ (1 + Dev de (1.55) 
由 引 理 1.2,(1.55) 右 端的 积分 阅 于 
1 -1 -4/f-e -1 
2e 2A Ay + Kr(1 + DAw (ael T(AN+1 一 Anan) Jdr 


0 1 ， 
f K3(5)1 r| 2exp(~ Ayanr de 


1 
LAR, + Ky(l + bay 


maje 


-4 1 
+ [ae dl + A- ron exp 72%) | 


1 -4 _1 
< 20 IA + AL 
于 是 ,有 
[AFP Cpo) - MF po)| 
SL’ I- 8 ll, Yp E PDCA) (1.56) 


Hh L =K (2e bay?) +aytL), 
如 上 所 述 ,我 们 寻求 条 件 保证 FURS a BUS HER 中 
是 严格 压缩 的 .这 就 要 求 寻找 充分 条 件 (对 AN Blan a1) ,使 之 保证 
LZ: L <1 


1 
首先 ,注意 到 Yn =Aney— An & (1+ L)Az>0 等 价 于 
1- Yman > 0 (1.57) 


或 
1 > yray >0 (1.57) 


则 从 (1.57) 推 出 
4 


LÆ K1 + Anth + (1 — ynan)! ] 


Ali LS, FEATHER N ELLA FRR 


K; + Nast, R <4 (1.58) 
KL + DAZU - yan)! <4 (1.59) 
(1.58) 939% 
1 
Kio ZA, (1.60) 


其 中 Ky =2K,(1+ 1)L 1, 现 没 选取 N ,使 (1.60) 成 立 .不 等 式 
(1.59) 可 写成 


1 
KyoAyiy < 1 — yvan (1.61) 
ESRF 


1 l1 1 
Kwa, l+ yyt Kell + L2antyy <0 (1.62) 


其 中 wen, 设 


An 11 
i 
yh + Kids = = (Avan, 1): + Kipdg?, <1 (1.63) 


应 用 (1. BK 得 


Ais 言 ,有 K7(1+ 2)<Kyy. 由 (1.63): 推 出 (1.62), 再 推出 
(1.61). 

因此 ,为 使 8 映射 用 A, 我 们 需 设 yw>0 或 1- yaw> 
0. 这 个 假设 由 (1.61) 所 保证 .7 映射 .及 ,| 为 自身 的 充分 条 件 是 
(1,58),(1.61), 它 由 (1.60),(1.63) 保 证 . 容易 看 到 ,这 两 个 不 等 
RE 


4 1 
Kio Sà šui -à (1.65) 
的 推论 ， 
站 15 . 


WB IBA, LOB BL’ <1 LS SATOH 


出 
i 
Kii < Aai (1.66) 


其 中 K =2K7(2e-2 + L). R, TERE (1.65), (1.66) F, 7 E 
射 多 ;为 自身 , 且 是 压缩 的 .因此 ,六 存在 不 动 点 . 
现在 来 证 明 M = grp DA S(O (ER FRAN. WA 
SCOIMCM, Y: >0 (1.67) 
并 证 明 它 吸引 着 所 有 轨 线 指数 地 表 近 M. 
先 证 明 M 的 不 变性 .事实 上 ,从 表达 式 


(pg) =- | engri u(t, po) de (1.68) 


BP u(r, po) = plr, O, py) t Ol pl rs, py) ME py H p(t) 
= p(t; 古 ,po) 于 (1.68) 中 , 旦 沪 意 列 

p(t, ®, p(t; p,)) = plr + t3@, dg) 
可 推出 


PU) =- f QF u(t), p(t))dr 


=- |Ý cP QF (u(r), podr, Vie R 


(1.69) 
ERM : RA. ABBA, pO) q) BM 1.29), (1.30) 8 
解 ,w(t)= p(t)+ g(t) 为 (1.25) 的 解 ,其 中 (2) Bla) & 
就 表明 S(1)MCM ,Yi 之 0. 

为 了 证 明 M 指数 地 狼 引 (1.25) 的 所 有 解 ,我 们 先 报 述 方程 
(1.20) 的 挤 压 性 质 ; 

挤 压 性 质 ”对 每 一 个 T>0,y>0,r>0,FeRR Ki, K; 
(ERAT Toy. 和 常数 C1~ Cy MARK S(t) MN) ,使 得 
对 每 一 个 N 之 1, 如 下 之 一 不 等 式 成 立 : 

| Qn (S(t) uo 一 S(t) v9) |< | Py S(t) ug) 一 S(t) v9) | 

(1.70) 
. 16 a 


或 
|S(t)uy 一 S(t) u|< Kyexp(— K3adnayt) | Un 一 vgl 
(1.71) 
将 这 个 结果 用 于 满足 aSr 的 一 切 1, 其 中 zo = 
CALAT 为 常数 . 当 | Angi <tr, | Avp| <r 时 ,有 
| Se) ug — Sz) v9] < expl K r| uo 


7y= 间 ,NSNn, 其 中 No 满足 
Anti È (2K zata} ‘log(2K,) (1.72) 
shit (1.70), (1.71) 48% | 
© | Qn(S(2)ug — S(t) 09) | < 4 | Py(S(2)aq — S(t) 09) | 
(1.73) 
| SC) uy ~ Seals gl ~ val (1.74) 


其 中 uo, <r, | Avy |Sr, toSt Eto. 
BE r=4o+b, 依 (1. 24). (1.25) 的 罗 线 终 将 在 D(A) 中 进 
人 以 0 为 原点 以 4p=8p, AF MERA. H 
| Aug|<4p, | ASC) ui < 4p, Yt>0 
我 们 首先 证 明 : 对 于 任何 TS 有 
dist( S(t.) up 7) < Ddist(uo, M) 


其 中 dist($,M) = infl1$- vl: vE MI}. Bit, BR vo 
| uo- vo|= dist (uo, M). SV vo = Pup + O (Poo). RM ER 
| APuo| <40. Bi, a | APooi > 40> | APug| , 则 (Po) =0, - 
v9 = Pwo. 另 外 ,存在 B,O< P< 1, fH | APug| =4p, 其 中 up = APuy 
+ (1 一 BwoE PD(A). WA OC ug) =0. A vE, H 
| vg - vol?= | vg — Puo|? + | Quol? 
= |(1- Blua- Pug) |? + | Quo)? 
.17 . 


< | vo — Puy|? + | Quy |? = | oo — ugl? 
这 和 | vo- uy | =dist( x), M) AUR. | (Poy) | <b, H 
| Avg |< | APog| + | AG( Puy) |< 4p + 6 =r 
其 次 ,对 S(t) ug 和 S(t) vq 应 用 挤 压 性 质 (1.73),(1.74). 如 
《1.74) 成 立 , 则 
dist( S(t1)ug.4)< | S(t) 49 — S(t1) va] 
SF |g - vol < Feist ug, y) 
如 {1.73) 成 立 , 则 
dist( S(t Jug p) < | S€t1) uo — (P(S(t,)ug) + ®(PS(t)ug))| 
< | QSC u - QS(41) v| 
+ | ®(PS(t))v9) - ®CPS(t1) ug) | 


Ay . . 
< (4 + 12 )| PS (Ce) — PS(t1) up| 
KA(1.73), (1.32) 

lg I<AnulAgi, q E QD(A) 


|l Ap lanl pl, ~ € PD(A) 


dist Slr Jug M)< E| Sva 一 S(ti)uo| 

1 
2 
于 是 ,对 任意 ttot = nt} stoat 2ty, A 


dist( S(t) ug, )< (= J cist ug M} 


| vy — uo| = A dist ug -M) - 
2 


= exp 一 Flog? )distCuo, M) 


< exp( - zelog? }dist(uo, M) (1.75) 


它 指出 指数 衰减 收敛 率 为 -log2. 


我 们 再 证 明 整 体 吸 引子 w CM. BEL, M u € of, We 
S(t)u 对 一 切 t 定义 .根据 (1.23),(1.24) 有 
dist(S(z)u,M}<29,, Vt ER 


令 w=S( 一 t)u, 其 中 t 宇 to, 则 从 (1.75), 有 
dist(u,M) = dist( S(t}o, M) < exp(- Elog2 | -20 


就 推出 dist,c (u, M) =0, Ait SEM. 
综合 以 上 结果 ,可 得 如 下 定理 ; 


定理 1.7” 设 满足 (1.1) - (1.11), 并 设 0<7< 工 ,No 为 
《1.72) 所 确定 ,存在 常数 Ko Ki (RR OL AL) ,使 
N >No; aZ > Ky, ah, - 对 之 Ky (1.76) 
WHE b>0, 
(i) F RH 7, WF, 7. 
CHF -3 :中 具有 一 个 不 动 点 ， 
(iii) M = graph ®) #2 (1.25) TAPE RIB . 
(iv)M 合 有 (1. 了 ) 的 整体 吸引 子 . | 
定理 1.8 设 方 程 (1.1),(1.25) 给 定 在 日 上 ,其 中 非 线 性 项 
F(u)=6,(| Au|)R(u) 满 足 (1.26). 设 /给 定 ,0< I< RA 
在 po, 使 (1.1) 的 每 个 解 (1.21) 成 立 , 则 存在 常数 No,K 1, Kul È 
们 依赖 于 2 和 问题 的 初 值 ) ,使 
N Z No, Anti © Ku, Ayi — An Ky (1.77) 
且 定 理工 .7 的 结论 成 立 ， 
证 非 线 性 项 F(w)= 6,00) Ru TRB Lip 条 件 
|F(w) -FiJl|<Klu-vl, Yu,v EH 
选取 参数 o=20). ZA F, H 0: PH>QH 组 成 ,满足 : 
‘| @(p) <b, Vp © PDCA) 


|®(p1) -PDL pi pl, V pp E D(A) 
supp® & ip € P(A) Il p|<4o! 
算 子 多 定义 为 
FOl po) =- | e*QF(u)de 
EF u=ulr)= plr P, py) + OC p( cs, po)). 不 等 式 (1.41) 
换 为 
: [Feo] Z K4 
(1.40) e =0 时 成 立 ,(1.42) 换 为 
| FBC po) <I K SAR 
其 中 K5=K’. At, TR b= KK54w1;. 引 理 1.4 将 模 | Av | RH 
|v| 模 ,不 等 式 (1.46) 变 为 
[Flu) -Flu)|< K0 + Dp l+ HO — & 1), 
(1.78) 
KF || © || =sup!(p)|;p€ PD(A)}. 
& A= p,— pr TW(1.48) BAY. E148) A 的 内 积 ,可 
得 
A + [AtA]? =- PCFC) - FCu)),A) 


从 (1.78) 可 得 ， 

i> flares |AZA1?|< KI + AN? 

由 此 推出 
|i Sl al>-|aisl?-K704+2)/ Al? 
D> Anl Al- KI + D/A]? 

于 是 ,有 

lAr) < | ACO) lexp(- ray + K: + 1))), r <0 
“。 20 > 


代 圭 不 等 式 (1.51). 在 引 理 1.6 中 对 v, 的 假设 可 换 为 
| (po) ~ FOC) |< | Pa- Pol 
其 中 工 = KI(1+ DAw .事实 上 
| FOC py) - FOC bo) 


0 
二 | ealo | Flu) = Plug) |de 
< K1 + L) | Po ~ Py 
0 
[expr Gwe — ay = KAT + 2)))de 


< KI + 1) (ana àn ~ KIO + 1) | por — Pol 
类 似 地 ,有 
(FB Pa) -FPA p,) |<< L || 6, - ,| 

HP L = Kay + Kant KCL + 0)) IL. 

SLIL Sy WM I< fot, H 

Ky Sanat,» Ky S Ana åN (1.79) 

FRH I A R o HRB ERER. 

现 考 虚 方 得 (1.25) 的 Galerkin 近似 方程 


d 
i" + Auy + PuF (uy) = 0 (1.80) 


其 中 F(u)=0,(| Aul RC). vu 取 值 在 PyD(A) 上 . 

关于 Garlekin 方程 (1.80) ,有 如 下 和 定理 : 

定理 1,9 REM 1.7 的 假设 成 立 ,! >0 和 N 满足 定理 1.7 
的 条 件 , 则 对 每 个 MON ,方程 (1.80? 具 有 一 个 惯性 芒 形 My. € 
由 Lip 函数 Du 的 图 构成 ， 

Py: PyD(A) — QPyD(A) C QD(A) 

Oy 的 Lip 常数 L 和 定理 1.7 F ©: PD(A)-QD(A) HY Lip 常数 
相同 .最 后 ， 


.1 1 
| By 一 更 上 KA ASL, 
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EH || u- © i = SUPE PD( A) | A®y(p) -A®(p)| - 
§2 惯性 流 形 研 究 的 新 进展 


我 们 简要 地 介绍 一 下 惯 任 流 形 和 近似 惯性 流 形 研 究 的 新 进 
展 . 


2.1 惯性 流 形 的 研究 


惯性 流 形 的 概念 普 先 由 C. Foias, G. R. Sell 和 RR. Temam!!) 于 
1985 年 提出 的 , 它 是 一 个 至 少 为 Lip 连续 的 有 限 维 流 形 , 在 相 空 
间 是 正 不 变 的 ,指数 地 逼近 加 线 , 已 含有 整体 吸引 子 . 

在 [1] 中 研究 的 是 一 人 

oe + Au = flu) 
u(O0) = uy 

其 中 非 线性 半 群 1S(z)} 定 义 在 Hilbert SAL, WHOABAT.S. 
N. Chow 和 KK. Lu 1988 年 在 [2 |] 中 考虑 一 般 方程 在 Banach 空间 
上 , 非 线性 项 FE CL, 且 是 有 办 的 ,但 指数 吸引 于 流 形 未 被 证 明 -- 
致 在 相 空间 的 有 界 子 集 上 . Mallet-Paret, Sell 1988 年 在 [3] 中 引入 
空间 平均 的 原则 , 当 谱 间隙 条 件 不 完 企 满足 时 ,证 明了 反应 扩散 方 
程 惯性 流 形 的 存在 性 .1988 年 Constantin 等 在 [4] 中 ,在 Hilbert 空 
HEARE (spectral barries) 的 概念 企图 精确 化 谱 间 隙 条 件 .1990 
年 Bernal 在 [5] 中 考虑 Banach 空间 的 情形 ,但 证 明 更 加 复杂 , 谱 间 
REFE OY fF 2.1991 年 Demengel,Ghidaglia 在 [6] 中 ,在 Hilbert 
空间 上 当 4 HART Ath f 为 无 界 时 惯性 流 形 存在 性 的 
第 一 个 证 明 .1993 年 Debussche, Temal "给 出 了 实质 上 为 无 界 的 
另 一 种 证 明 . 1990 年 Debussche 在 [8] 对 于 一 般 Banach 空间 ,FE 
C! Æ Sacker 方程 给 予 不 变 流 形 存在 性 的 另 一 种 证 明 , 1991 
年 ,Fabes,Luskin, Sell 在 9] 中 用 实 圆 理 正 则 化 方法 构造 了 惯性 流 
形 ,对 于 Hilbert 空间 上 A 为 非 自 共 辊 算 子 ,惯性 流 形 存在 性 的 证 
. 22 . 


明 见 [10] 和 [11]. 在 Hilbert 25 H HH E HE MUG, % FP 
锥 条 件 的 研究 ,在 [12] 中 有 很 好 工作 . 早期 [13],[14] 和 [15] 对 于 
反应 扩散 型 方程 ,抛物 型 方程 隐 含 了 惯性 流 形 存在 性 的 证 明 . 

有 许多 工作 是 把 一 般 理论 应 用 于 某 些 具体 的 方程 ,特别 是 估 
订 惯 性 流 形 的 最 低 维 数 ,例如 ,KS 方程 6,D];Cahn Hilliard HE, 
非 局 部 Burgers 方程 和 某 些 反应 扩散 方程 和 ; 可 压缩 气体 动力 学 
模型 (81; 一 维 反 应 扩散 方程 ( 显 式 构造 惯性 流 形 )[91, Swift Ho- 
henberg 对 流 模 型 [2] ; Ginzburg-Landau 方程 [6 ; 相 流 方程 0 等 . 

许多 存在 性 的 结果 依赖 于 谱 间 险 条 件 的 限制 ,但 这 个 条 件 是 
很 苛刻 的 ,例如 Navier-Stokes 方程 就 不 满足 . 最 近 Kwak!22] x F 
2D Navier-Stokes 方程 具 周期 边界 条 件 , 且 沿 两 个 方向 周期 之 比 为 
有 理 数 时 ,有 可 能 克服 这 个 困难 .他 的 概念 是 将 原来 方程 通过 非 线 
性 因 变 量 的 变换 , 变 为 一 组 反应 扩散 方程 组 ,这 个 方程 组 满足 谱 问 
中 条 件 ,并 且 有 相同 的 汤 近 性 质 . 利用 这 个 想法 ,他 得 到 了 有 限 维 
方程 组 , 且 具 有 相同 的 渐 近 性 质 如 同 原来 的 NS 方程 ,显然 ,反应 
扩散 方程 组 的 惯性 流 形 没有 证 明 模 截 于 流 形 , 因 此 NS 方程 轨 线 
的 指数 吸引 于 有 限 维 不 变 流 形 . 仍 是 一 个 未 解决 的 问题 . 

惯性 流 形 的 新 进展 主要 表 欧 在 : 

《1 方程 的 广泛 性 , 谱 间 上院 条 件 的 精确 性 ,惯性 流 形 的 完全 渐 
近 性 ; 

(2 连续 不 变 叶 片 (foliation) 的 存在 性 ,完全 轨 线 的 增长 特征 ; 
u(t)=Ole %),0>0,t--™; 

(3)C! 正则 性 和 正规 双 曲 性 (normat hyperbolicity) ; 

(4)C* 正则 人 性. 

2.1.1 完全 渐 近 性 

惯性 流 形 的 完全 渐 近 性 ,粗略 地 说 ,是 指 系 统 的 每 一 条 轨道 被 
指数 吸引 到 在 惯性 流 形 上 的 某 一 轨道 ,两 者 具有 相同 的 w 极限 
集 ,限制 系统 于 正 不 变 的 惯性 流 形 上 称 为 惯性 形式 ,因此 具有 完全 
浙 近 性 的 惯性 流 形 , 其 浙 近 行为 完全 由 惯性 形式 所 决定 . 

定义 2.1 iE X Banach 空间 ,AM 为 惯性 流 形 ,S(z) 为 定义 
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在 五 上 的 非 线 性 半 群 ,S(z)azo= u(t),uoEE, 存 在 vn M, 使 
得 
| S(t + toug- Stvol S K(|4o|ple*, V2 >, 
HEH to = to(lugle) KC ug ls) AA RRM F | uol e.> 0, UK 
M RASS BITE (asymptotic completeness property}. 
考虑 发 展 方程 
Ge + Au = fou) (2.1) 
u{O)} = ug 
在 Banach 空间 号 上 ,为 整体 Lip ERLE F, 
EC FCS 
设 Mi>0 为 了 的 Lip 常 数 , 使 得 
(Fld fw lp <M, |e - vle, Yu, vE E (2.2) 
设 -4 在 号 上 形成 强 连 续 半 群 te Ahi 20), E 
“FC E, ¥1 >0 
FEAL BO Alpen, Aninen OMA, SA, V2 ON 
HIP | en RARE, Q, =1- P, ,使 得 PS 在 e 4 下 不 变 ， 
t>0, {le “| ,>0 在 PE 上 能 拓展 为 强 连续 半 群 |e”*P, 1 ,ep， 
ep, le) 之 Re Wt <0 
| “P, | cE) S Kaze, Ve <0 (2.3) 
QF te “FIER, 10, 
| tQ, |i < K t, Vie 0 
l eQ, fl pag < Kt 7 + ADE“, Ve >0 (2.4) 
其 中 K,,K2>1,0<e<1. ' 
设 方程 在 E PRABEERIS( 2) too. S(t) uo= u(t)， 
u(t) 为 {2.1) 的 中 等 程度 解 
u(t) = eug + Pe 94f(u(s))ds, Yt>0 


F(t, uy) > S(2) ug HERR: [0,9)xE>E. E 
a 24 . 


Ya = Fer “dr, MWRO<La<1 


Ya =0, 如 果 g =0. 
定理 2.2 ”在 上 述 假定 下 ,如 对 某 个 zxE N, 如 下 谱 间 了 路 条 件 
满足 
A, — Ay > 3N,K,K2a% +3AMIKIK2(L+ y,)At (2.5) 
则 由 方程 (2.1) 形 成 的 半 流 {S(z)1,>0 具 有 一 个 惯性 流 形 , M = 
graph®,®:P,E>Q,E 是 Lip 连续 前 , 且 其 Lip 常数 <1,M 是正 
的 和 负 的 不 变 流 形 . 
进一步 ,M 具有 完全 渐 近 性 质 , 即 对 任何 uy CE, FE vE 
M ,使 得 
| S(t) uy - S(z)v9| e K,(| olp), Vt 0 (2.6) 
其 中 7 满足 
© O< 9 <A, - 2M, Ki(1 + ya) A ` (2.7) 
K, 依赖 于 有 和 | ol p- 
附注 2,3 ”定理 2.1 包含 了 主要 结果 ,但 由 它 的 假设 ,可 得 到 
更 多 的 信息 ,例如 ,我 们 可 得 到 :作为 惯性 流 形 的 特征 之 一 , 它 可 作 
为 所 有 轨 线 的 并 ,这 些 轨 线 有 界 于 7, t>- 00,9 >0. 我 们 也 可 
得 到 五 的 连续 时 片 结构 的 存在 性 , E = ZN, ,其 中 每 一 叶 N, 


为 Lip 函数 从 QE 到 P,E 的 图 ,具有 特征 
N., = bug € E,|S(t)ug — S(t) 09| p = OCF), t >+ œ| 
7>0. 我 们 也 得 到 连续 收缩 映射 x HEER, x: E-M, muy = 
Na, SC) arity 为 M 的 唯一 轨 线 ,使 得 
1S(z)an 一 S(t)mauo| g = Ofe *), ¿Z =+ co 9 > 

这 就 给 出 了 M 的 完全 渐 近 性 . 

更 多 的 情况 是 非 线性 项 f LER SAAS EE Lip RHE, 
设 

l fla) ~ Fo)lzs dilr}lu -vlg 


|f(u)leSdo(r) u, v © Bglr) (2.8) 
其 中 Be(r) = {u€E,luleSr|, KARO BRE E FFE 
S(t) | 2 的 吸收 集 8, 即 PCE 是 有 界 的 ,使 得 对 任何 有 界 集 
BCE ,存在 to>0, 使 得 
S(tz)BCB, Yt 之 to 

古典 的 概念 是 置换 (2.1) 为 “截断 ”方程 ,应 用 定理 2.1 于 这 种 
方程 ,然后 证 明 这 样 选取 的 方程 具有 如 (2.1) 相 网 的 长 时 间 动 力学 
性 质 . 

BH O(s)EC!,5E(0,00), C0, 1] EW 1, (2,0) 
0,H! Q (s)| <2; Y s20. 置换 FA 


flu) = (1 8) pw), Vue E, 


于 (2.1) 中 得 到 截断 方程 ， 次 中 o>0, 1 BCBe(p). 8 RABE 
五 PRA. 
”截断 方程 为 


du + Au = falu) 
u()) = ug 
在 正中 定义 连续 半 流 1Se(z)1,0, 可 得 
定理 2.4 在 上 述 假设 下 ,如 对 某 个 nE N, WT RR 
件 满足 : | 
Ay — àn > 3MyK1K222 + 3MIKIK2(l + ya) AS (2.9) 
其 中 Mi=di(Y2p)+4Y2do(Y2p)/e, 则 方程 (2.1) 具 有 惯性 流 
É M, CE Lip 函数 o HA, D: PE 的 一 个 开 集 O-> QE. 
进一步 ,M 具有 完全 渐 近 性 , 即 对 任何 uE E, FE vo€ M， 
-使 得 
| S(t + to)uy - S(t)vo|s LEF, Yt 之 0 
其 中 
0< 7<A,-2MiK2(1 + Ya) Az 


« JÁ 。 


to RHF q 和 | volp. 
定理 2.2 TEMA BAS lal 
F,= 1g, € C((- ©,0].E): lle llr 
= suple” | p(t) |.) < oo 
对 于 gEF,yE FE, 定义 映射 


JOPIE) =e Py -| en4p (f(g(s)))ds 


+ "QF p(s))ds (2.10) 
对 于 适当 的 o PAK pE F, 为 (2.1) 的 解 , 当 且 仅 当 p 为 了 的 不 动 
点 ,为 此 要 证 明 映 照 J :Fx PE-~F, 对 于 PE 是 一 致 严格 压缩 的 ， 
因此 存在 映照 p: PE 一 FF,, 使 得 I (v6), 90) = ply), YE 
PE ,gp( yo) 为 (2.1) 的 解 . 
定义 映照 ®: PE->QE ,因此 
®( 90) = Qply)0) = | enQr(p(y)(s))ds 


P( ¥0)(0) = ya + lyo) 
可 检验 M =graphd 是 Lip 连续 的 不 环流 形 , 且 是 完全 渐 近 的 ,M 
为 惯性 流 形 . 
M 是 完全 渐 近 的 : 设 2U0 和 下 ,om 一 0+z0 yoE PE, zoE QF. 
考虑 差 p=S(t)vy— S(t) ug. t20, 0 


BCE) = zo — Quy) + |e AQT (SCs) uo + ys)) 


_ FES (s)ug) lds -[ et APL f(S(s) ug + p(s)) 


~ f(S(s}uy) lds (2.11) 

定义 空间 G,= fyEC(0,%),FE): ll yl G, = supe « 

g(t)1E)<o01, 在 空间 G 上 定义 映照 W(y, ug 29) (2 EE 
(2.11) 式 的 右 端 . 可 以 证 明 当 o 满足 

An +2M1K A < o < An- 2M K:(1 + ya) AX (2.12) 


= WW. 


多 (yan +20) Pee EBAY, FERA 5:EX QE—G, , Ë 
得 
W($( ug 20) ozo) = (ug. zo)» V ug € E,V zo € QE 
再 定义 映照 F, QE PE ,对 uyCE. 
F, (zo) = Pug + Pi(u,,29)(0), Y zo E QE 
N,,=greph¥,,,V uoEE, 则 有 


P, (z0) = Pug -| PUASCAN ag (zo) + zo) 


— f(S(s)uq) lds 
Ny, = {v € E; | S(t) vq ~ S(t)uo le = Olet), t >+ | 
由 此 可 以 证 明 映照 x: uoo E MA Nu ,nwo= Vo» 
| S(z)ug — S(t) aug], < K (| tolpe t, Y=0 
BA E= UN, S(NG = Nswm，Yt>0， 
Slt) =x: S(t), Verd 
2.1.2 惯性 流 形 的 正则 性 和 正规 双击 性 
定理 2.5 如 ECHE, F), WAT 2.2 中 给 出 的 惯性 流 
形 属 于 C', 满足 Sacker 方程 
DB(y)(- Ay + Paf(y + @(y)) + AG(y) = Qfly + OCy)) 
(2.13) 
相同 的 结果 对 于 定理 2.4 的 假定 和 fo€E C1(E,F) 也 是 成 立 的 . 
证 明 思路 : 置 p(y)(t)= plyt) EPE,tS0， 
p:PE > F,, ly) = Pply,0) 


plyst) =e “Py ~ [et PAPA oly, s))ds 
(2.14) 
+ | eA plys) ds 


(2.14) 8 y 作 形 式微 分 ,可 看 出 9yp(y) 是 如 下 映照 .J 的 不 
动 点 : 
a 28 ` 


Ji(A,y)(1) =e *P — Prot ADDF @(y,s))ACs)ds 


+P et PAQDFCply,s))ACs)ds 
(2.15) 
可 以 证 明 在 o 满足 条 件 (2.12) 下 ,J 关于 4 是 严格 压缩 的 ,因而 
有 
Gi) N(ACy) yy) =ACy), Y yEPE; 
(ii) A(y) 是 连续 的 ; 
(iii) 9yp(y) =A(y), 
因 E= UN, BA 
定理 2.6 设 JEC'( 巨 ,F), 则 每 个 叶片 N。E C!, 更 详细 地 
说 ,对 于 一 切 EE, A V (2) € Cl QE, PE), HRR u 9,29) 
>DY, (z0) 是 连续 的 :Ex QE ->L( QE ,PE). 
ROMY, E C1, 考 虑 切 空 间 
T,,M = {q + D®(Pue),39 € PEI 
Ta Na = [g + DW, (QUEE E QE, wE M 
则 有 
E = T MDT,N,, Yu EM 
定义 切 从 和 法 丛 : 
TM = |u, p) € Ex E;u € Myp € TM} 


NM = |(u, p) E Ex Esu € M,n € NM! (2.16) 
其 中 NM = TV. 
”考虑 方程 (2.1) 及 其 一 次 变 分 
+ Au = f(u) 
+ Au = Pf) (2.17) 


u(0) = uy, 1{0) = po 
"29. 


定理 2,7 惯性 流 性 M 是 正规 双 曲 的 , 即 切 处 TM 在 (2.17) 
于 是 负 不 变 的 , 且 有 
| u(t) |e <2K?2| pol po AMKAN, Yt<0 (2.18) 
EP (ug po) € TM EK NM 在 (2.17) 下 是 正 不 变 的 , 且 有 


altl’ 


iy p [ugle eA 2M K +A yi>0 


[At < 2K 


(2.19) 
BP (uy. u) ENM, <1, 且 由 谱 间 际 条 件 有 
和 +2MKii < 3 — 2M, Kl + ya) A" (2.20) 
2.1.3 高 阶 正则 性 
定理 2.8 ” 设 定 理 2,2 的 条 件 满足 , 设 EO E, F), j=l, 
2,77, k OSS, REN, A PR Df 一 致 有 界 ,整体 Holder 连 
续 , 具 指数 o, wan F KR R E 
A, 2MiK (1 + ya) At > (RTV + 2M, K,A%) 
(2.21) 
则 惯性 流 形 M=graph®, ÞE C7 (PE, QE), j=1,2,-",k. 
证 明 的 思路 :引入 空间 
Fes={AEC((-%,0]; Mi CPE ,E)): 
|A lle =supe || AC) Il aee + 1 
其 中 Mi PE, EBR WER k 线性 上 映照 :PE 一 EF. 在 
定理 2.8 的 假定 ,以 及 o 满足 条 件 
A—-2MK(l+ ya)A > ko >g >A +2M,K,å' 
FEEZpE FG =1 k ,其 中 pA TC, y) ARR 
gly) = Jig), y), 
上 式 对 y 作 微 分 ,使 得 3gp{y) 为 如 下 J(*,y) 的 不 动 点 : 


Aw) =- [EAEG + Df(p(y,s))A(s) ]ds 


+ | AGO!) + Df(p(y,s))A(s) Jds 


其 中 ACK, ,,G=G(y,s) 24 9 对? HR-1 KER. HASH 
法 可 证 

Ci) J, 是 严格 压缩 的 ,存在 PAIK A: PE->F, o MECA), 
y=Aly), Y yEPE; 

(ii) 4(y) 是 连续 的 ; 

(iii) akp(y) = 一 4(y); 

(iv) Il Bly) - DG(y,) || Le. Qe) EC | 1 yl, j=, 
2, kb. 
定理 2.9 ” 设 定理 2.8 的 条 件 满足 ,特别 强 谱 间 腺 条 件 (2.21) 
满足 , 则 叶片 Nu = graph Y, WC (QE, PE), j =1,2, =, 
R YEE. 


2.2 UOTE MACHT 


1987 4F C. Foias,O. Manely, R. Temam 在 [23] 中 首次 提出 了 
近似 惯性 流 形 的 概念 ,这 些 流 形 不 要 求 满足 谱 间隙 条 件 , 它 比 原来 
的 惯性 流 形 更 低 维度 ,而 且 易 于 构造 ,近似 惯性 流 形 (AIM)? 要 求 有 
限时 刻 之 内 原 方程 的 任何 轨 线 进入 它 的 邻 域 . 当 这 个 方程 具有 整 
体 吸引 子 时 ,吸引 子 要 求 被 包 合 在 这 个 流 形 的 邻 域 .我 们 说 AIM 
是 5 阶 的 ,是 指 相 连 的 邻 域 是 阶 的 . 

大 量 的 数值 结果 由 构造 许多 方程 的 AIM 得 到 ,如 ; [24] ~ 
[29], 某 些 新 的 计算 格式 有 [30] ,[31]. 

对 于 AIM, 经 上 典 地 构造 出 一 系列 流 形 ,它们 的 维 数 为 n ,对 于 
第 7 NAG PLR EA SB ie BY HE NE H 

(2.22) 
其 中 4, 为 方程 线性 部 分 的 第 了 个 特征 值 ,xr >0. 在 [29] 中 得 到 的 
宽度 为 

K(2 + 74n) (2.23) 
且 不 像 其 它 构 造 , 流 形 可 以 不 是 四 ， 
一 个 自然 的 问题 是 :在 谱 间 承 条 件 下 ,这 些 近似 企 性 流 形 的 序 
. 31 中 


列 是 否 收 敏 于 真正 的 惯性 流 形 ? (2.22) 所 提供 的 界 是 无 用 的 , 因 
为 当 jott, R K; WRF ad, 的 速度 很 快 地 增长 . (2.23) 的 界 
比 (2.22) 有 了 改善 ,因为 当 7j~~>oco 时 ,减少 到 Ke %.[32] 首 次 证 
明了 近似 惯性 流 形 的 收 敏 性 .他们 的 想法 是 :运用 构造 近似 惯性 流 
形 的 Lyapunov-Perron FES BAF MEK, 构造 一 个 显 式 流 形 
{Mwiwew* 证 明 它 们 是 通常 意义 下 的 AIM. 方程 的 吸引 子 (如 果 
它 存在 ) 被 包含 M, 的 邻 域 中 ,这 个 邻 域 的 宽度 为 
K’(e(N) te) (2.24) 
其 中 C>0,n 为 Mx MER, Oa <l el N) Se Os". RER 
条 件 满足 时 ,证 明 上 述 AIM 序列 依 C! Hitha TAE RREN 
形 . 
还 有 一 种 完全 不 同 的 近似 方法 也 是 有 用 的 , 它 不 管 惯性 流 形 
是 否 存在 , 即 指数 吸引 子 或 称 惯 性 集 . 可 参见 [33] 一 [35]. 
2.2.1 AIM 的 构造 — 
设 有 非 线性 发 展 方 程 初 值 问题 


du + Au = flu) 

u(O) = wo (2.25} 
其 中 A 为 线性 稠 定 算 子 , fEC',ECFC8,E,F,2 49% Banach 
空间 .定理 2.2 的 假定 满足 .构造 惯性 流 形 的 Lyapunov-Perron 方 


法 为 寻求 函数 少 为 如 下 映照 的 不 动 点 : 
Woo) = [QS + py(s))ds (2.26) 
其 中 y 为 如 下 问题 的 解 : 
d 
4 Ay = Pafly + y(y)) 
dt 
y0) = yo (2.27) 


映照 了 定义 如 下 集合 上 : 


Fy, = \¢:P,E ~ QE: Lipp < Lap EPES 


- 32" 


假定 (A, An) AE + A) 充分 大 . 
定理 2,10 假设 存在 常数 Cu , 它 依赖 于 Frkisko,l Mb, 
得 
A, ~ A, = Co( AZ + at) (2.28) 
则 映照 :下 ,Fs, 且 是 严格 压缩 的 , 它 的 不 动 点 的 图 是 方程 
(2,1) 的 C! 惯性 流 形 . 
首先 选取 时 间 步 长 r 和 正 整 数 N ,近似 (2.27) 的 解 
Mert = Roy + SPF + o(y,)) (2.29) 
其 中 k=0,1, =, N-1. RARE (2.26) HER EP RH y= y(s) 
置换 为 常数 , HEKE(-(k+1)r,-kr],k=0, =, N- 1 或 
(-0,-NJ,k=N, EEF ve MTR J ANGE DLE: 


Keb) =A (I — Se Qn + po) 


+ ATE MO fy + Olay) 


(2.30) 

FUP (yg eco, (2.294, R.S: 为 线性 算 子 ,满足 
|RPalice <2 (H;) 
| Sep £ Kaa Me™ = 1) (H3) 


为 了 使 (2.29) 和 (2.27) 一 - 致 ,对 于 POF, gE PE,y 为 
(2.27) 的 解 , 令 yz 411 二 y( 一 ,rz), 设 
38+] = R, Ye + sPpflu(- k,r)) + & 


lerle S Bk <N (H3) 
dy 


其 中 y= Puu, yn = yl- kr) = Pul -kr), fish 不 依赖 于 NN,+t 
An. 
构造 AIM, 取 正 数 序列 | ty NEEM Ont vey fl Fe 
Dy = 0 . 
a 33 . 


Oye = IN ( By), N2O (2.31) 
其 中 I, EMA 
JiB{(y0) = A Qfl yo + OC y0)) 
MM, = graphOy, WA 
定理 2.11 设 以 上 假设 满足 ,序列 {rw 满足 
Ce w(N 4 1)AZ<C1,VN, 
Wi dy) we HE 


max ,| ly) -zl Z (C3A%")% max! Qu |e 


+ Cal AZ h + Arpi) 5 (C3A® Pty; 
jet 


+ 4C5A%, le 4 
其 中 A 为 方程 (2.25) 的 吸引 子 
定理 2.12 在 上 述 假 设 下 ,如 存在 常数 Cs 使 得 
Ay — Aq > Cal AG + AR), 
则 对 任何 N 和 +>0,J8 观照 上 ,为 自己 且 是 严格 压缩 的 ,其 压缩 
RELLE N (N+) Bt, | Out west lo BAF D, 
其 中 


o leol 
Igle = delti y P ° 
定理 2.13 如 了 具有 紧 支 集 , Df 为 一 致 连续 , 则 序列 
{Gy} nean ry >0, N, bit HE CAKAT D. 
最 近 在 [36] 中 , 令 w= V <u RE NS 动量 守恒 方程 为 
2u — hu tw X ut VP=f, (2.32) 


P= pts u |?, 可 得 到 更 好 的 AIM 计算 结果 . 


第 二 章 ”近似 惯性 流 形 (AIM) 


对 于 大 量 的 耗 散 型 方程 ,是 干 谱 间 承 条 件 不 能 被 满足 ,因此 惯 
性 流 形 的 存在 住 问题 一 直 未 能 解决 .这 样 ,近似 惯性 流 形 (以 下 简 
记 AIM) 的 存在 性 以 及 其 构造 问题 就 自然 地 被 提 了 出 来 . 所 谓 近 
似 惯 性 流 形 是 指 一 类 非 线性 有 限 维 日 具有 一 定 光 滑 性 的 充分 逼近 
于 整体 吸引 子 的 流 形 . 它 的 研究 对 探讨 耗 散 型 方程 解 的 长 时 间 行 
为 和 吸引 子 的 结构 具有 重要 意义 . 

本 章 给 出 不 同 耗 散 条 件 下 近似 惯性 流 形 的 不 同 构 造 方法 ,其 
中 包括 惯性 流 形 存在 条 件 下 近似 惯性 流 形 的 构造 ,平坦 近似 惯性 
流 形 , 解 具有 不 同 光滑 性 时 近似 惯性 流 形 的 构造 , 非 自治 耗 散 方 各 
近似 惯性 流 形 的 构造 ,同时 介绍 了 具有 Gevrey 类 正则 性 的 指数 型 
.逼近 于 吸引 子 的 近似 惯性 流 形 . 

本 章 主要 内 容 可 参考 [24] ~ [28], [36] ~ [76], [121] ~ 
[124]. 


$1 惯性 流 形 的 毅 近 流 形 


本 节 我 们 研究 如 下 一 类 非 线 人 性 发 展 方程 ; 


du Au + Rlu)=0 (1.1) 


dz 

u(0) = ua (1.2) 
其 中 A 是 无 穷 维 Hilbert 空间 H ELRCERAAKRMEAT, A! 
是 紧 算 子 , 从 而 A 的 特征 函数 1 zii 沁 1 构成 五 空间 一 组 正 交 基 ， 
FABER PEE IC Ay A; A; 满足 0< A (SAIS, Yj OOM A A> 
tœ R( È D(A)BI D(A! 分 的 非 线性 可 微 映 射 .0 雪 8<1， 
D(A)CHA EH HAR. E h, R OEF IEH: 

. 35 . 


|R (udul Mall Aul)! Awl, Yu,v E D(A) = (1.3) 

|AlPR’(u)uol< Mil Au Al Yu,v € D(A) (1.4) 
其 中 M, (k=0,1) 是 给 定 的 单调 递增 正 函 数 . 

我 们 假设 对 每 个 woED(A) ,问题 (1.1) 一 (1.2) 有 唯一 整体 
解 Stz)wuo, 且 Sti)uoCD(A), Yt 之 0; 同 时 关于 t 和 wo ER. 
又 设 存在 正 实数 po 使 得 空间 D(A ) 中 以 原点 为 中 心 , po 为 半径 
的 球 B244}(0) 是 吸收 的 , 即 对 每 个 r >0, 存 在 >0, 当 eT 
有 S(1)B9(4)(0)SB?K)(0). 吸 收集 的 存在 性 使 我 们 可 像 第 一 章 
那样 引入 截断 函数 O:R*—>(0.11,4 4 0Ss2 时 ,8{s)=1, 而 
当 s 之 4 时 ,8(s)=0 且 0(s)€E Ct(R,). 固 定 p=2p0; 定 义 G(s) 
= 6(s/p*), BERO. DPEN 


d Au + F(u) = 0 (1.5) 


其 中 F(u)=0,(| Au |?)RCu). 
我 们 用 已, ARH A Hp: = span! wy, ws", Wma | 的 投影 且 
i Q,=1-P,y- 
我 们 仍 用 S(z) 表 示 由 (1.5) 生 成 的 解 算 子 . 
| 命题 1.1 由 (1.5) 所 给 出 的 F ?满足 下 列 估计 ， 
| Al @F(u) |< Ki, Vu € D(A) (1.6) 
|A PE (uol K: Avl, Yu,vE D(A) (4.7) 
|a P(Flu) ~ Flu)| < K| Alu = u)|, Yusu € D(A) 
(1.8) 
其 中 | 
K, = Ki(B,p) = |A!' RIO)|+ Mi(20)2p 
而 
K: = K2(B,p) = Mi(2p) + BK1(B,p) pp” 
证 阴 ”由 F(w) 的 定义 ,有 
[AT FR (2) | 如 | Au| <2 


1-8 = 
14 FCu)| 0 如 | Au | > 20 


利用 中 值 定理 和 (1.4), 同 时 利用 MO ) 的 单 增 性 ,我 们 得 到 
t- 

MOR PR(0)| + Mi(2p)|Aul 如 果 | Aul <2 
0 如 果 | Aui > 20 


(1.9) 
这 就 推出 (1.6). 
为 证 (1.7) ,我 们 仅 须 考虑 两 种 情形 ; 
(1)| Az | <Y2p, 这 时 我 们 有 F(u)=R(u), FE 
[ATF (u)ul = [ATR (aul < M,(2p)| Av|< K,| Av| 
(1.10) 
(2W20<| Ax | 起 2p, 这 时 有 


Al PF’ (u)v A p” + 2(Au,Au)A AR (u) 


+ oA AR (ue 
利用 {1.4) 和 函数 8 的 性 质 , 得 到 
[APF (uw) vl 8p Av! | A!-PR(u)|+ M,(|Au|)| Avl 
<= 8p 'Ki| Av! + M,(2p)| Avl = Kzl Av! 
(1.11) 
结合 (1.10) 和 和 (1.11) 我 们 得 到 {1.7). 
最 后 利用 中 值 定理 从 (1.7) 立 得 (1.8). 证 毕 . 
利用 与 第 一 章 完 全 相同 的 符号 和 技巧 ,可 以 证 明 如 下 定理 . 
定理 1.2 设 N 充分 大 使 得 
Ane — Àn > max{21 (1 + 1) K2(1 — BUSKETHOR + a8) 
(1.12) 
则 (1.1) 一 (1.2) 存 在 函数 O(p) EA, ,, H graph$(p) 是 一 个 惯性 
流 形 . 
现在 ,我 们 给 出 惯性 流 形 的 一 个 台 近 流 形 . 
对 任何 整数 M > N ,研究 (1.1) 的 下 列 Galerkin Mif: 
d Ang + Py (uy) =0 (1.13) 


= 37 - 


其 中 uy = Puu. 

由 第 一 章 第 1 节 知 , (1.13) 有 与 (1.1) 相 同 的 性 质 即 存在 
ERT Sw(z) 和 慢性 流 形 graph (rx), 其 中 by: PAD (A) > 
QuPuD(A)CQND(A), MEA 2 LAMP REST 

léu- ¢ ll <2K,[0 -DAAA (1.14) 
HH || ¢y — e ll = ,pl ACP) —$(p))|. 
1 = ` 
39° AMA 

定理 1.3 BN W(L.12),0<8<5 , MIEN 2920, F 
面 结论 成 立 . 


BE b= p OCIS 


| AQw( Su (#0)p1 ~ Sm to) P2)| 
< 1| APn(Su(to) pi — Su (to) b2) | (1.15) 
对 任何 pt,za © HN 
如 果 对 某 个 p, © Hw; | APnSm(t0)p1| >4p, 则 有 


QnSu(to) 2, = 0 (1.16) 
| AQnSu(to) pi |< 6, 对 任何 p1 € Hy (1.17) 
PySu (to) Hy = Hy (1.18) 


因此 ,存在 一 个 函 教 p MER mEt 
graph( fr m) = Sul t0) Hy 
其 中 多 ,m= i pE 1:PND(A)>QnPwD (A 
证 阴 设 Pup EHNA ult) = Sy (t) p, k=1,2,eC) = 
Qn lu, (t) - 1562) p(t) = PCD 一 az 人 
MF c= 0, (1.15) BRR. Al MAM 20 我 们 有 
| Aql Fo)! =2| ApC Eo) | , 则 我 们 仅 需 要 证 明 
(| Ag(2) |? = P\Ap(t)|?) ap 0 (1.19) 


从 (1.13) 我 们 有 
bp + Ap + Py(Fl) - Flu))=0 (1.20) 


a + Ag + QnPu( Flui) - Fly) =0 (1.21) 
a8 A’p 取 内 积 , 我 们 得 到 
d| Apl? > ~ | AM p|2— | (Ab FC) — F(u,)}, A! fp)| 


2 dé 
利用 (1.8)， 
yl abl? > - 1A? -Ka(14p1+ [Ag] /A% | 
J Gl Ap)? >- 1432p]? - Ka(lApl+ | Agla] Ap! 
(1.22) 
$0 21) 与 A%g 取 内 积 ,有 
1 d| agl? < - 1482gl2+ | (ATA(F(u) ~ FCan)) A)| 
XAG., Si 
J Al Agl?< - [A324]? + KCL Apl + | Ag!) | ag 
(1.23) 


从 (1.22) 和 (1. RES 
44) agi? -1Apl?) 
- | Ag |2 + PAs 6/2 + KC Ap] 
+ |Ag|)(|Al*g|+ 2a81 Apl) 

. 我 们 代入 t= Ty 条 | Ag. Fo) | 一 | Apt Fo) | ,有 


Edag- elab] 
<|- | A%2g|2 + 22) A422 w(t 1)lAgl 
(LAH + BRL AGI) || 


© 39 « 


<j Aql| - ARZ | A? l+ awl Agl 


+ KT +1) Aa"%l+ ai Ag!) |] 


由 于 我 们 假设 B< 方 ,得 到 
5 Gl Aal? - 21 Ap]? ) ii 
<|Agl|- aA | Altea | + anand | A | 


+ KiF + 1)( JAM Fy | + LAAN )f At | | | 


< (| Ag | | Alta | lex) (Am + AN 
+ Ka 人 (二 + ija + Daksa Jans 
利用 (1.12) 注 意 取 O<1< 3, RATHI. 19). 
WHET p €E Hy, | APsSu(to) pi | >4p, 由 (1.13) 有 
fePvSu( tpi, | + APvSu(s0)p1 = 0 
HH A?PSuy (to) pi 取 内 积 , 得 到 
FAAP Sule) pil? | + | A??PySu(to)p, |? = 0 
因此 有 
A | APsSu le) pa |’| _ <0 (1.24) 
这 又 推 得 | APMC r) p| >4p ,对 所 有 Sto 成 立 .而 这 又 推 得 
pySu( tpi+ APNSw(r)pi =0 rto (1.25) 
LQNSu(r)p1 + AQNSA(r)p1 =0 rt (1.26) 


由 定义 知 QvSm (to) pi = 0, 从 而 (1.26) 推 得 对 所 有 cto 有 
40: 


QnSu(c) p, =0, 这 就 推 得 (1.16). 

令 加 E Hw, 利 用 (1.15) 和 (1.16) ,我 们 推 得 

| AQwSu to) po| < 1 “4p 所 ppB<b 

这 就 推出 (1.17). 

由 于 (1.13) 有 和 解 的 逆向 存在 性 和 关于 初 值 的 连续 依赖 性 ,从 
而 Sw(t)Hw HNA ER, AF Hy; 又 由 (1.15), 当 Pob E 
Hy E PySu (to) pi = PySu ( to) p, 时 有 QnSu (to) hi = 
QnSu(to) py AM Sulto) pi = Su (to) By XA PySy lt) Hy 
唯一 对 应 于 Suli) Hy, EERE, A PxSu (t) Hy 同 构 于 
Sult) Hy, HERH, PwSy (2) Hy 与 Hy 同 构 . 另 一 方面 ,对 任何 
PE Hy, | Ap| 4p 时 ,从 (1.25) 推 得 存在 唯一 PF (1,p)E Hy, 
JAB [>40 HE Su (t) D= p, BRIE PySy (2) Hy = Hy (注意 
PySu(t) Ay 与 Hy 同 构 ) 否 则 不 可 能 有 Sy) B= p. ERE, 

下 面 我 们 估计 近似 惯性 流 形 graph (pm) = Sw (t) Hy 与 
(1.1) BR. 

定理 1.4 设 N 满足 (1.12), 则 有 如 下 估计 ; 

distpcay(graph( fw), u(t1)) < CK 

其 中 (OÆ... 

证 明 由 Sw(1)p AEX, Q Syl p 满足 方程 


QS )p) + QnASu(1) P + QnPuF (Sy(t)p) = 0 


(1.27) 
设 wa(z) 是 (1.1) 的 解 ,于 是 


dalt) Aq) 4 QnF(p + q) = 0 (1.28) 


EF p= Pyult),q=Qnuult). 
记 A= QySuy(t)p — Que (1), M A 满足 


dâ + AA + QnPuF(Su(t)p) - QFlp+q)=0 


(1.29) 
* 4]: 


利用 定理 1.3, 用 42A 与 (1.29) 取 内 积 ,得 到 
idiaar, | A324 [2+ (A! #( QnPuF (P + QnSu(t)p) 
— QnF(p + q)), AMA) = 0 (1.30) 
由 于 
ALAQNPMF( 广 + OnSu(t)p) — QNF(p + 9)) 
=— AlAQMF(P + QnSu(t)p) + ALACQNF( 方 + QnSu(t) p) 
— OnF (p + q)) (1.31) 
利用 (1.67 和 {1.8) 得 到 { 记 天 ;= 天 :+2pK2) 
id 22 12 
2 dy AAI? + |A Al 
<K,| Atal + 了 (| AA| | Al] + LAG - p)| AAi) 
LKAA AA+ Kya AA]? 
< 位 1, Kah] | A37A|- + KAR (1.32) 


记 2 (1-4 -Kaak )=0,i(1.12),0>0, FÆ 
| AA |? < [AA(0) le mt + KGa ARE CL — eana) 
(1.33) 
取 + 适当 大 ,我 们 得 到 
| 44A| 委 CRK3aA (1.34) 
上 式 已 利用 | A4 (0) |<20; TEH t 适当 大 ,有 
dista (graph( g, m) at) << CK3AA (1.35) 
特别 有 
distpca) (graph( pm) sA S CK sah (1.36) 
其 中 是 (1 .1) 的 整体 吸引 子 .证 毕 . 
注 1 Hw 称 为 平坦 惯性 流 形 , 在 Hy 上 ,(1.1) 变 为 
d2 + Ap + PyF(p) =0 


这 正 是 线性 Galerkin 方法 相应 的 方程 ,这 时 有 
+ 42 ， 


dist ay Hy u(t)) S | Aq |< p 

从 而 近似 惯性 流 形 graph pea) = Sut) Hy 是 比 平坦 惯性 流 形 
更 加 逼近 于 吸引 子 的 一 类 流 形 . 

注 2 UEH, toht, TEA, ae Pp a RE ou 
BA gr= tu. HP graph( $y) 是 (1.13) 的 惯性 流 形 . 

注 3 PEER, RE EMK, graph p m) 5S graph(?) hI 
距离 ,从 而 也 是 Sult) Hy 与 吸引 子 s KER h Fkt H: 

lgm- $2K [C1 PB] + oar Fh age, 1.37) 
这 一 结果 与 (1.36) 一 致 . 

为 说 明 注 1 的 结论 .我 们 考 典 下 列 问 题 : 令 ej ,i = 1,2,…, 表 
RZA. KANE, Z VEL? RNS 


i _ 7,0 _ K) 
of = >) ven, Flv? = $) vens 
k=1 £=1 


HF yS (0,6) v EI PY Fourier ARG =1,2,°°), Æ P 
”中 研究 下 列 发 展 方程 ; 


dus = 
TŽ + Anua- Wyn, + Dp ud = 0 (1.38) 
di a 
dures 
z t Àk Hagi 一 302kH = farris k = 1,2, 


Sra + Antie 一 Ujta ~ 0, k = 1,2,°° 


其 中 > fle EER, OSAKA Ag SA (4 ko), 
f= rea + oe2 + Dy fanen 是 17 中 的 一 个 元 .(1,38) 可 以 
写 为 


dé + Aut Blusu) = f, EP (1.39) 


其 中 A = diag ài, 212， 和 
Blu, v) = (uf u Jey ~ vja! 1 Cu®, veo — vsu? 


- 43- 


容易 验证 


(Blu,v),w) =- (Blu,w),v) (1.40) 
且 对 于 每 个 x >0， 
| ABlu, K2] ull Aul, VvE PAu € D(A‘) 
(1.41) 


利用 {1.40),(1.41) ,借助 于 通常 的 能 量 估计 技巧 可 以 验证 (1.38) 
强 解 的 整体 存在 性 ,同时 当 fE D(A2) 时 ,在 D(A) 中 存在 吸收 
集 . 
现在 我 们 选取 参数 如 下 : 
Ay = l,àz = Ansa, = k’, Mk = 1,2,3,… 
fs = 1, fa = k (ogk)!, k= 2,3,. 
o=] ATP Mr za 
注意 参数 > 控制 着 (1.38) 稳 态 解 的 数量 ,选取 r 充分 大 ,使 得 我 
们 不 可 能 有 唯一 稳定 的 平衡 解 . 
令 Rix)=B(wu,u) 一 了 , 则 由 (1.41) 可 得 (1.3),(1.4) 对 于 8B 
=0 成 立 .此 外 上 面 对 1， 的 选取 保证 (1.12) 成 立 . 
M(1.38), Bu = ATP t re), 易 验证 是 一 个 平衡 解 ,从 
而 属于 整体 吸引 子 , 故 它 位 于 惯性 流 形 上 ,但 是 ,对 N >1, 有 
| QA 去 | = waft > p2 k> (logk)? 


| QnA w |? 3 free) 2dz (1.42) 


| QnA T |? > (6N*(logN)?]! 
于 是 
| QnA T |S co[Mvsrtlog(AwtiA1)]-1 
(1.42) #2HH :sup| Hy -graph($) | , 即 
sup ASCP) | > cul aw tlog(awer/i) I 
但 当 B=0 时 ,由 (1.36) 
lgm- 2l S AN 
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§2 AIM 构造 ( 工 ) 


对 于 一 个 耗 散 非 线 性 发 展 方程 ,AIM 的 构造 技巧 各 有 不 同 ， 
但 都 紧 紧 畦 绕 两 个 问题 ,其 一 是 AIM 本 身 的 一 定 程 度 光 滑 性 ,其 
二 是 AIM 逼近 于 方程 的 解 和 整体 吸引 子 的 程度 和 速度 ,而 这 两 个 
问题 又 都 与 方程 解 的 光滑 性 联系 在 一 起 . 本 节 我 们 先 研究 方程 
1.1) 一 (1.2) 的 解 关于 :充分 光滑 时 AIM MRA RII 
近 阶 数 的 估计 ,然后 再 研究 (1.1) 一 (1.2) 的 解 关 于 空间 变量 充分 
APh AIM 的 构造 笛 近 于 吸引 子 的 阶 数 估 计 . 

我 们 研究 问题 (1.1) 一 (1.2). 在 (1.1) 中 取 4= -adA+I 其 
A Laplace 算 子 ,I 为 单位 算 子 , 民 (z) 为 关于 u 的 多 项 式 , 满 
E 

cals -es SRlujuS cls +e, Vs EC R,r >2 


(2.1) 
R (s) 2- c4, VsER (2.2) 
研究 下 列 三 类 边 值 问题 之 一 : 
u lan = í) 
9 
Js laa = (2.3) 


Q=- (0, L;), u 是 0 HH. 
FHic H=L(0), 
V = D(A2),D(A) = [u € (A), (2.3) 成 立 | ， 
riciti=1,2,3,4) 全 为 正 的 常数 ,下 面 的 结论 成 立 : 
定理 2.1 在 假设 (2.1) 一 (2.2) 条 件 下 ,问题 (1.1) 一 (1.2) 
存在 唯一 整体 解 u, 4 ug H i, u 满足 
u € C(R*,H) O LOT; V) NL (0, TI x2), YT>0 
如 果 uE L (OQ), 则 
u E CR VN LO N L*0,T;D(A)), YT>0 
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又 如 果 uy€ BR(0), 则 存在 ty >0, fE tt) 有 
1 Ault) icp, Vit ty (2.4) 
l(t) lan Sp, Vt to (2.5) 
FESAEA— HAH ARM AK 2, 方程 写 为 (1.5) 形 式 . 
下 面 我 们 在 条 件 (2.1) 一 (2.2) 之 下 给 出 解 &( 纪 关于 上 的 各 
阶 导数 的 一 致 估计 . 
记 
uD = = Zu ， jEN 
定理 2.2 设 (2.1) 一 (2.2) 成 立 ,此 外 设 R(')E Co, hEN, 
则 对 于 上 充分 大 ,之 所 , 解 ul RE 
Wu (t) lo SK, Y; = 0,1,°, 56 (2.6) 
HF K 仅 依赖 于 jo 和 始 值 , i; 依赖 于 jo M(0,d,R(u)) A 
RC u| SR). 
为 证 明定 理 2.2, 先 给 出 一 -至 Gronwall 不 等 式 . 
设 g， My Be ETE ii Hy E 


D E H(t +0), <gyth, t = to 


| eas < anf ‘n(s)ds < = anf 'y(s)ds S at S to 
则 
yt + ri) S (asri) + ardexplar), Vi to 
HE r >0, 用 关于 ! KAR OSS HEA 六 ,使 得 
| uP le Kj = 0e, Ytu (2.7), 
[Pun ask, Vin (2.8), 
t=0 时 ,由 定理 2.1,(2.7) 成 立 ,为 证 (2.8)0, 从 (I.1) 出 发 : 
lu [S< | Aul+ | R(x}! 
由 (2.5) 和 (2.2) ,注意 | 有 (xz) @</ RO) w+ |R (ru) | 20 | lo 
<|R(O)|.+ C.K A 
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[u lo K+ CK + |R l- 


取 K =K + CK + |R(0) |o, (2.8) 也 成 立 , 记 Ki OW K. 
设 (2.7) (2.8) H OSS jy 一 1 成立 ,证 明 对 +1 也 成 立 . 


wu 人 +) 满足 下 列 方程 : 
ay) 


at 


一 dAg tD + R’ (wy!) + hlu, u 


EP RRR HERAA. UL DO = hlu, yO 


纳 假设 保证 了 
R llo <K, Yt 
IRD] K, Yr 
用 xf 与 (2.9) 两 边 在 2 上 取 内 积 , 得 到 


1 号 | zt 人 了 | 2 4, af! Vud |2gz 

- [Rua + AOD) Ddr 
AIFA(2.10) (2.11) ,以 (2.12) 推 得 

+ a |u D2 y afl F ull) | 2dr 


SKO + la! ?] 2 Vee, 


pul} =0 


(2.9) 


| 


(2.10) 
(2.11) 


(2.12) 


(2.13) 


由 归纳 假设 | “| aD (de < ,利用 一 至 Gronwall 不 等 式 得 


到 
lu PDPK, Vila try 


从 而 有 
f gi Vu“ D |? drds £K 


XH -Ault 52DE 0 上 取 内 积 得 到 


5 Laf Viult) |? dy + df | du? Ada 


一 [R Cuu i+1) 十 AUD a Dg, 


(2.14) 


(2.15) 


(2.16) 
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对 (2.16) 右 边 先 利用 算 末 不 等 式 ,再 类 似 (2.14) 的 推导 有 


Hvard hdr <k, Vi t2ry 
a (2.17) 
F [idu UD |2dzxds LK, Yt > tutri 


将 (2.9) 改 写 为 
wilt? = dAn L 要 人 下 Gd _ phen 

两 边 平方 ,利用 (2.10),(2.11),(2.14) 和 (2.17) 得 到 

eo |u (1+2) | 2ds << K, Yt>tu+t2r 
这 表明 (2.8)，, RIL. FARAT EH |u t? | SK. A RAT 
人 与 线性 算 子 + A 相应 的 算 子 半 群 > (2)( 其 中 Au =- dAu 
+ ,相应 的 边界 条 件 (2.3)) ATAA ap EM, +], SA, 
Ta) 具有 如 下 正则 性 ， 


| du |p < Colt) (aeti ula We 20 
(2.18) 
其 中 (2) =min(1,1),41 为 AWS -特征 值 ,C EUSA, d, 
xj, 月 有 关 的 常数 .由 (2.9), 有 
aPC) = Sa - 4 ru Y(t, + ra) 


一 | NYG, -Rat (2.19) 


til 


+h@U lds, Y: ttri 
右边 第 一 项 取 P= co ,ac =2, 得 色 ( 利 用 (2.14)) 
| > (一 一 ryja tD (n + r)a 
< Cm y be | uP Dg, + ri), (2.20) 
K, Vit+ritl 
我 们 将 右边 第 2 项 记 为 uf FHE, SP | OK MER eee, 
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tr, 成 立 . 我 们 有 
引 理 2.3 ”对 任何 gE[1, +co)， 


Jus? <C, Yr>utr (2.21). 
成 立 ,C 仅 与 1 ,uo Mg 有关. 
证 明 先 利用 (2. 18), 取 a=2， BB BES -75= Ja 1 Mg 
1 
=æ =2(1 + 到 上 


从 而 有 
t j - 
Jui? |, <Í mlt _ s) Be ates) | R’ (au + AS)! ds 
utr, : 


(2.22) 
利用 (2.10),(2.11) 和 (2.14), 有 
|R (uu) + hD] SK, Vs 2ut+r, 
于 是 


t 
| ufi» | EE KÍ m(t — s) eal) gs 
Htr 


<f 


tr 
1,8 
<K(q +7) 


BA | ul!) | K, Veet ry. 
BR LRSM, (2.18) Ro = =p, k pe 


t 
elds + x| AS 一 s)"4ds 
t- 


1 
2B, 2 
B p= = A(1+z1)=2(1+ 515) ,类 似 上 述 计 算得 到 
Jul, SK, Yttri 


加 _ 1 5 
-etH .=2(1+ 7-1 | „SEN, A 

Jus"? |, SK, Yttri 
由 于 当 s> + Off , f+ 00, 引 理 2.3 证 毕 . 


利用 引 理 2.3, 取 gqg=n, 有 
| uf) | aK, Vti2utr 

在 (2.18) 中 取 e= n, p= + oo 即 得 | ul? | oK, EA 2.2 证 
毕 . 

由 定理 2.2, 结 合 方程 41.1), 有 

推论 (2.1) ~~ (2.2) IE. R(-)E C07! fp EN, WY tS 
ttt A 

| Auto |<< K 

下 面 我 们 给 出 AIM 族 的 构造 方法 . 

WA=Ay, A= Ày 8 =A Ana, P= Py, Q=I- Pw. 应 用 
P,Q 作用 于 (1.5), 有 


d2 +Ap+PF(p+q)=0 (2.23) 
da + Ag + QF(p + q) =0 (2.24) 
下 面 的 不 等 式 是 平凡 的 : 
| Att? 5 |? cal Atp|2 Vp © D(A"), a > 0, 
(2.25) 
[A129 |? > AA lAl? Yq E D(A!) a >0, 
(2.26) 


命题 2.4 设 (2.1),(2.2) 成 立 , 则 对 所 有 jEN, 存 在 HA, 
d, FPA RBG 
LaPa) KS , (2.27) 
Laogai (7 (2.28) 
证 明 关于 :微分 (2.24)j 次 ,得 到 


BaD + Ag? + QE (usu ,ud)) = 0 (2.29) 


其 中 已 记 
dE) - = Flu, uf ) ，- eu) 


48(2.29) 5 Ag) RAR, A 

5 laity? + | Ag? |? =~ (F(a, uu), Aq®) 
< |F Cu? su P) | Ag | | 
SFI Baw oyu) /2 4 L agi]? 

于 是 

A + Ag? lg [F(a uu) | K2 

Ve > max i 
从 而 有 
[At 4 AHOT an, Ves 7, 
但 是 
AZTL AMT) <K, 
TER z; = sup max( T, T; +7, lee vet) yy tt, 有 


| A2ZgMr) |< Kal? 

利用 (2.26) 得 (2.27). 证 毕 . 

惯性 流 形 的 构造 方法 基于 寻求 PH->QH HER plp) ,在 特 
定 的 变换 函数 类 空间 证 明 其 不 动 点 的 存在 ,而 作为 不 动 点 变换 函 
数 的 图 像 就 是 -- 类 惯性 流 形 , 近 似 人 惯性 流 形 仍 基于 这 一 思想 ,仅仅 
是 因为 诬 间 是 条 件 的 制约 ,而 避 开 了 “不 动 点 "变换 函数 , 代 之 而 来 
的 是 舍弃 “小 结构 "项 的 技巧 ,以 换取 高 阶 通 近 结 果 . 

tee Fy ISK 而 | | <&k6 ,我 们 首先 舍弃 g 由 和 , 解 如 下 
方程 以 代替 (2.24); 


Aq + QF(p)=0 (2.30) 
X p PH 空间 给 出 ,从 (2.30) 解 得 
qi = Hlp) (2.31) 


BME aE QD(A) AE graphhi (p) = j, W ji E H HN 维 的 光 
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滑 流 形 , wi 与 轨道 ua(z) 的 距离 由 下 面 命题 给 出 . 

命题 2.5 ”对 于 充分 大 的 :,(1.5)、(1.2)、(2.3) 的 任何 轨道 
在 互 空间 与 ri1 的 距离 由 KK16* 所 控制 . 

证 明 让 u(t)=pt+g 是 (1.5)、(1.2),(2.3) 的 轨道 ,对 每 
个 1>0, 定 义 qi(z)= 各 (p(t)), 于 是 

dist(u (z), g1) = int | u(t) — vl<[elt) - a)l 


W x= q(t) - aie), FA (2.24), (2.30) 
Axi = Q(F(p+a)- F(p) +g 
从 而 | ax, |<| F(p +a) -FC +19 | ,利用 (2.27) 和 开 在 尺 
上 有 界 性 推 得 当 t 之 max(i0111), 有 
| ax; |< K?3 + Kê A K16 
于 是 
FAES St (2.32) 
在 p 上 继续 构造 pH QR (Cp + ae QF (p+ a). # 
(2.24) et t 微分 一 次 
qP + Ag + QF (p+ g)(p +g) =0 (2.33) 
pP pl= - Ap- PF( p) EE, 76(2.33) PAH g,g 中 和 g™, 
解 下 列 方程 : 


Aq, + QF’ (p)pt = 0 (2.34) 
解 出 ql 以 后 代入 如 下 方程 : 
qi + Aq + QF(p +q)=0 (2.35) 


解 得 qo = talp), i po =grapht,( p), A 
命题 2.6 只 要 :适当 大 ,下 列 估计 成 立 : 


dist( u(t), £3) < Kð? (2.36) 
证 明 估计 ph pl 误差 
|p — pl] = |- PF(p +q) + PF(p)- Ap + Apl 


<Kiqi<Ke 
gl 与 qPRe: 
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| ACgi~ 9) |<] QF’(p) pt — QF p ap +q®)| + | | 
<| FXp- pP) +! (F'(pt+q)—F(p))p| 
+(F(ptgg| +] g? |SK 8 


所 以 
lal- gP |< K8? 
于 是 
[Al - /< qf-¢| QF g) - QF (p + gi)| 
K+ Ks? 
所 以 
| go — G'< Ks 
证 毕 . 


继续 下 去 ,在 pa 上 构造 p, 一 般 地 构造 poy AE LEE fe 
H-P a-i i=1,2, RR ph ,和 - HE pO g Hy 
MEARE Fit: 
| ie) pC) CR 1L2 1 , (2.37), 
Labi) 9 (2)| Kg 0,1 peg ee (2.38), 
定 py pao tts p41 均 已 定义 . 以 如 下 方式 归纳 定义 fa: 4 
(2.23),(2.24) 分 别 对 微分 i 一 1 次 和 3 次 ,然后 分 别 用 pl, qh 
代替 方程 中 p10, gn, 其 中 a, f 不 一 些 适 当 的 数 ,然后 用 pi-i» 
A- PE p A 9g 中 ,得 到 
; — i~] ， 1 
Phi = Meee PRs Qk-i-1s P-i+l (2.39) 
tgk- pii + att) 
Gi-i-1+ Agi; + QF + oe it, Ph jay 
+ gl- pi, + g-i) = 0° 
i go=0,V 021; p93= p,q9= q, V1 之 1, 注 意 (2.39) 中 HH 
显 式 定义 , 因 {2.39) 右 端 各 项 可 从 Al 和-1 的 构造 过 程 中 得 到 
或 由 第 (i 一 1) 步 递归 定义 芍 -+1 时 得 到 ,而 (2.40) 中 除了 oj 外 
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(2.40) 


其 余 各 项 或 由 pep aon pp MEER H (2.39) RAE ght -1 的 
第 (i+1) 步 递归 定义 模式 中 得 到 . 对 第 一 步 i = 一 1, 有 ai 
= 的 =0, 这 表明 ORE. 
取 i=0, 从 (2.40) 得 到 
qli + Aq, + QF(p + qa-1) = 0 
FE, q= (p(t), io wy = graph l p), He 是 光滑 流 形 .我 们 有 
定理 2.7 (2.1), (2-2) LA n 信 4, 则 对 充分 大 的 4, 之 
9,(1.5),(1.2),(2.3) 的 任何 解 uE H RPS ya 的 距离 
自 K+1 所 界 ,其 中 Ks BLS k, t AR 有 关 的 常数 .(| uol < 
R). 
证 明 Wu (d=ptaq (Ox) = g(t) -g(t) 
则 
Aylt) = Q(F(p tg) - FOPp+ a))+ da — gk 
|Aye(e)|< Klaai- it la” - akl 
(2.38), 和 归纳 假设 有 
| Ay (2)|< Ket. Ve St’, 
从 而 
[x 2) |< K! 
证 毕 . 
下 面 证 明 (2.37)。 和 (2.38》 ,用 归纳 法 证 明 . 
k=1,(2.37), 显然 ,(2.38) 已 证 . 
BILIS -1,22 时 结论 成 立 , 则 须 证 (2.37): 和 (2.38)， 
也 成 立 . . 
先 用 关于 i 的 上 行 归纳 证 (2.37); ,然后 用 关于 i 的 下 行 归纳 
证 (2.38),. 
(2.37), 的 证 明 ， 
% 7 =0,(2.37), 显然 , 若 (2.37)x 对 直到 i 一 1 时 成 立 , 则 有 
M-i- p? =- Al Pia per) 
— PLFis(p + -itr Pl- + ghee» Pci + Ali) 
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S Fialp tgp” + gp + 9 B)] (2.41) 
HIB SRA 
[Ain — PP) al picky - pl |< Kage it < Kati 
又 由 定理 2.1,2.2 Mp tg, p+ go, pD 4 gi Die 
D(A4) 和 ZL”(Q) 中 有 界 , 且 由 (2.37), 和 (2.38), 的 前 i -1 步 推 
B ptg- ELARA Pk ir1+ gl.ss 5 P+ + 
qk 在 D(A) 中 有 界 , pict + gy -1 在 EL2(2) 中 有 界 ,于 是 为 估 
计 (2.41) 中 的 其 余 项 ,我 们 还 须要 下 面 引 理 ， 

512.8 R n4, H lu, upesi u) E L2(Q) x 
(KAJAL (OY)! x (L202) x L™(Q) 和 (wv, vp, V1, 
WELAN) x D(A)! XLN), 4i 

[Ailurus rug) ~ filam) | SCR) |u — v| 
+ |ACu, 一 vi)|+ et AC v1) |+ | 2, 一 v | ) 
HP lul SR, lol SR, [uia SR, [ul SR, |u| LR, 
| Au | SR, | Au | SR, lulo KR, i=1,, l-1, 

5182.8 的 证 明 : 

RE fy oe ty a ee) = gluu) + (wd FE 

fitus us wi) - filv, osy) = gilu stts) 

~ BV gym) + guu sta) 

一 Biv 4045425", 4-1) 十 和 十 8) 0504 s Urasta) 

— BU, 045°, 4-4) + fl) au -fi{w 
上 式 第 一 项 是 "4-1 单项 式 的 和 ,其 单项 式 系数 是 f” Cu) 
-SOCOR R, Ef A BY OTE EE Lipschitz E. up, 
uE L (MHAR, RNA 

[gs ws, 1) 一 glv wtu D| LK) lu 一 了 | 
第 2 项 是 如 下 类 型 的 表达 式 ， 
Dag wv) ut ust ugk wh) 
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利用 Holder 不 等 式 和 和 g 的 微 商 的 有 界 性 , 记 Bi = od, 和 和 
SY ps = 1, 我 们 得 到 


i=1 


| gCos tyas 1) 一 giles Dy Mss tt) | 
< 之 |a,|(supl ge |x vi rine | wa | ga -| ur gt F 
< ` | ay! sup| gh | (| “i | B, + | vı | Bi 
x | uzl xo x | pny |e uy ~ vila, 
< K(R)| Alu — v1) | 
上 式 中 已 利用 对 所 有 p, PDC), M R 范 等 价 于 |1A"| ， 
类 似 地 处 理 中 间 各 项 ,而 最 后 - 项 有 
| f (uy 一 fou |< | (fu) - f (vult+ | f Cw) Caz 一 v) | 
<Klu- zl 12 + K| a — ul 
<K(R)(lu- vit ur- w|) 
综合 以 上 各 式 稚 得 引 理 2.8. 
将 引 理 2.8 的 结果 用 于 (2.41) 右 边 第 2 项 ,有 
<= k( Qe-i-1 一 q|+ JAC} i+} 一 pio)|+ | ACgk-: 一 at )| 
十 +A? 41 — pf) 十 | 《GE — q“) | 
e — pil 4 Jaia gP] 
由 归纳 假设 推 知 ,只 要 t 充分 大, 上 式 
<hr, Nee, 
(2.37) 证 毕 .最 后 对 (2.38); 用 关于 的 下 行 归纳 证 明 ， 
WE i=k-1,(2.40)9, Bw 拘 =0, 故 有 
Adi) + QFyi(p.ph + gi pS? + dt? pi) = 0 
而 对 于 qH WG RA(2.29) 4R H 
gi +Ag + OF (p+ gap? + gD) ,ee pe? 
4. gt , pe a gt@Y)=0 
因此 
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[A(t ~ g®)| <<] g®| - [Feil pp) + gh, pe) 
-Ralp tg pP + gd, ped 4 g*)| 
H1(2.27),|q | <kd, FFAS! FH 2.8 于 右边 第 2 项 ， 
SR(lal+ [Alp - p+ | ACE- gd) o 
+ | AC pt? _ pe yig |A (q2 _ git) | 
+AT pD] 4 |g] Je pp 
所 以 有 | AC -g*-Y) kk- 时 (2.38); 成 立 . 
设 (2.38) 对 ;= 有 -1 -2 54] 时 成 立 , 证 明 对 ; 时 
(2.38), 也 成 立 : 
将 (2.24) 对 上 微分 ; 次 然后 与 (2.40) 相 减 , 有 
14(9 - @ |< | gl - git)! 
+ |F;(p + ghi bes Dhi + ghja) 
- Flp +q, pt +4 和 CD p + q) | 
由 归纳 假设 知 ; | d-t | Ski, 
利用 引 理 2.8, 类 似 上 面 的 推导 ， 
| F;(p + d s Pii + @e-s-1) 
~ FC + gy p +g) pati 
从 而 
[A Cai; — ys)) [<< pati 
(2.38), 获 证 . ~ 
正面 我 们 研究 方程 人 (1.1 的 解 关 于 空间 变量 充分 光滑 时 ,AIM 
的 构造 方法 和 对 吸引 子 的 融 近 信 计 . 
记 


A =-4,,,F(u) = Blu,u) + R(x) 
其 中 Bu, v)= ~ puxv,,R(u) = -a| us| u, “X” HR R? 中 
向 量 的 矢量 积 . 于 是 代替 (1.1) ,11 .2) 我 们 研究 


J 
J= au,, + Bu x u,, +aļ|u,|?u 


=~ aAu — Biu,u)}- R(u) (2.42) 
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u(x,0) = uolz), |uolz)|=1, 57EN (2.43) 
u(x —D,t} = ulz + D.t), x ER ER (2.44) 
{2.42) 一 《2.44) 称 为 铁 磁 链 方程 组 . 
引 理 2.9 设 woE PNH, , 则 对 于 问题 (2.42) 一 (2.44) 的 解 
ult) 


ttl 
l(t) ll <e, | lua ?dt Se, Vt t (2.45) 


lu(z,e)[?=1, (rt) € RXR (2.46) 

Hu) N20, ER: (2.47) 
其 中 c 表示 仅 与 a,B,p, 介 和 RR 有 关 的 常数 ,中 uy l rR, H,= 
{x€EH,|u(z)|=1,1 uz ll <et. 


证 明 参 见 [45]. 

引 理 2.10 设 uE H+! 人 nH,,k>1, 则 我 们 有 
| tude) tse, VEZ t (2.48) 
i | DE ult) | dt & crs YEZ te (2.49) 


证 明 参见 [45] ,这 里 仅 给 出 粗 线 条 .对 大 采用 归纳 法 证 明 ， 
有 =1 ,就 是 (2.45). 若 (2.48),(2.49) 对 Rs 并 一 1 一 天 一 成 立 , 则 
对 (2.42) 微 分 下 +1 次 (关于 z) ,然后 用 Du 与 之 在 万 中 取 内 
积 , 有 
Ad y pee ||? + a || Dt)?. 
2 dt r T 
a+ 
= BO din (DE iy X Dius) * De ude 


k+l 
+ a Dicker] Di! e PUR u + Deu dd 
i=0 


利用 FICL= 和 当 J u(z,t)dzr 20 MA i us I>c Nu 中 ,以 及 
归纳 假设 ,经 过 不 太 复杂 的 计算 ,有 


k+l 
pSt al (D u Dla) Dude 
i=0 (2.50) 
< 4 [| Det |]? + ¢ || DAT Il? 
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a Seba pilus (Du Dew)dz 
9 (2.51) 
< 3 | DE u |? + & {I Diy, I[ 2 
从 而 
ED u M? + a DEA Se Da |? (2.52) 
这 就 推出 | 
SDE WI? e ll Dee |p? 


但 由 归纳 假设 有 | ”| Du hidr < eR ee. 于 是 由 一 到 
Gronwall 不 等 式 推 得 
| Dull Se Vrt, +1 
对 (2,52) 关 于 :在 (t,t+1) 内 积分 得 到 
a) De de <e. Vit,+1 


这 就 完成 了 引 理 2.10 的 证 明 . 
通过 {2.42) 关 于 z 微分 & 次 ,应 用 引 理 2.10, 我 们 可 以 证 明 
引 理 2,11 Rupe H ONH, k>0, WA 
I Du, I < Che i = Ék (2.53) 
其 中 ci RER || ug ll ERYK k APE. 
有 了 以 上 准备 ,我 们 可 以 构造 AM. 
$ D(A) =!u€H’,u 满足 :2.44)1 FEMI (2.23), (2.24): 
d2 + oAp + PB(p + asp +g) + PR(p +q) = 0 
(2.54) 
da + aAq + QB(p + gp+9)+ QR(p +q) =0 


(2.55) 
由 引 理 2.9 一 2.11 ,有 
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fel, [Awl Se Velet. 
Aul AP ul, IAS WAIa l <a. VEE te 
从 而 


3 d -$z 
lall, Agl, WAZe@ l.l a! | <cAn s Vier 
(2.56) 
现在 我 们 寻求 映射 $:PrH~ Qn, MENT p © PNH,$(p) 
=, H PAPA: 


aAd + QuB(p,p) + QnR(p) = 0 (2.57) 
4> >) = graph( ¢) ,我 们 有 
定理 2.12 Bu CH CNH, WEBER k, FERS k 
AIRC | uo | ,< 安民) 有 关 的 常数 .* ,使 
dist lu (t), 5) S Ant, Veen (2.58) 
证 明 
aÅ — aAg 
= q + QnB(p + gq9,p + 4) — ABCP p) 
+ OnR(p + g) - QnR(P) 
= @ + QnBlg.p + 7) + QnB(p,g) 
+ QnR(p + ¢) — QnR(p) 
| Bla,p+qit B(p,g) | 
<pllqx Aull +@ll p x Ag ll 
< Bli Au oll gll + Pil ell i Ag le 
<pll Ad@ull lgl + file! Aa] 
<ni 
I R(p+qg)-R(p)} |l 
=al lu, l u-i p, eli 
Kall (l u, I? -l pe Dull ral | a, u- p) l 
Kaldur leot |p, lo) Was ll lle Il 
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tala, loll 
S 2a || Au || i Agh [ul +e fl Aul lq ll 
An 
从 而 
I Ay - Agi SAZ, Vera 
因此 有 
diste (u(t), 2) I ult) -pis) - gip) lp 
< Cp) -ga ae < I Ag- Ag | 
< cant? 
注 1 对 非 线 项 R(w) 车 含有 关于 u 高 阶 微分 , 则 可 以 将 上 
述 构造 方法 进行 细 分 ,例如 : 


gu + Au + Af(u) =0 
我 们 可 用 下 述 方 法 构造 
A’q, + QAf(p) =0 => =F) (p> py 


ý 


Aq: + QAF p t #1(p)) =0=>q = pp, 
人 Bl= -A2p— PAf(p + qi) 
A? gl + Of (p) plato] 
|} x 
qit A’q3 + QAf(p rq’ =093= $3(p)= ps 
令 烈 = ~ A?p- PAf( p+ qn) 
| 


a: + QAF (p+ gq1) (B11 gh =0=>7} 
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git A’gqat QAf( p t q3) =O 94= bap) ua 


§3 AIM (I) 


当 方 程 的 解 不 具有 足够 光 光 条 件 时 ,我 们 不 能 像 第 2 节 那 样 
去 构造 一 族 AIM, 但 是 我 们 可 以 利用 非 线 性 Galerkin 方法 和 压缩 
映像 原理 去 构造 AIM ,并 获得 滨 近 程度 较 高 的 AIM. 
在 方程 (1.1) 中 ,如 果 我 们 令 : 
A--— vA, A Laplace 算 子 
Ru) =(u-V)ut+Ve-F, V :梯度 算 子 
那么 研究 下 列 二 维 粘 光 不 可 讨 得 流 的 Navier-Stokes 方程 : 


2u - Au + lu- Yju+Yp=F 在 0xR: 中 
(3.1) 
Vru = 0 (3.2) 
ulz,0) = uglx) (3.3) 


OAR 中 有 界 区 域 ,z 为 流 的 速度 向 量 ,p= plz, RREH, 
而 常数 vy >0 是 流体 流动 的 粘 沸 性 ,F(z) 为 外 物体 力 . 


我 们 仅 考虑 齐 次 Dirichlet 边界 条 件 : 
ulan = 0 (3.4a) 
或 周期 边界 条 件 : 
=(0,L1)X(0,L2) 且 ,在 zi 方向 (i=1,2) 是 以 L; 为 
周期 的 函数 . (3.4b) 
MPC) 
= fv E (CF (0) ;divo = 0} (3.5a) 
对 于 (3. te, 记 


v= fv 是 在 zi(i=1,2) 方 向 以 工 为 周期 取 值 于 R? 中 三 角 多 
项 式 ,divo=0 和 | v(x)dz = 01 (3.5b) 
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在 上 述 两 种 情况 , 令 H HELO) PER, V 为 Y 在 
(AMO)? 中 的 闭 包 .分 别 记 [x|, te | 8 EH, V 中 范 数 . 
PPA) 到 条 上 正 交 投影 ,D(A)= VN 
(H?(0))*, i! % Stokes WF: 
Au =- PAu, Yu € D(A) 
和 双 线 性 算 子 
Blu,v) = Pilu" V)vl, Yu,v € D(A) 
我 们 有 下 面 的 不 等 式 ， 
(Blu, w),w)|<elult? |u |12 Iv Ml {ee | 47 w 12 
Yuu, w EV (3.6) 
(Buruh w) Ke ilu ee lolt te 
Yu € D(A) vE V, w CH (3.7) 
XE 
| Au 


| \\12 
lulose ll uil (1+ 2iog( 724 T)} » Vu € D(A) 
(3.8) 


结合 (3.7),(3.8), 有 
| | 12 
(Biv), ulel vl iwl tall (1 + 2iog( 4" i )) 


Yu E€ D(A), ve Vw €H (3.9) 
和 
| Aw | 14 
(Blu, o) wih<ellulllul lw | (1 + Blog r72 [wl }) 
Yau €E Howe V,w € D(A) (3.10) 


由 B(w,v) 定 义 , 有 
(Blu.v),w) = 一 (Blu, w) v), Vu € H,v,w € D(A) 
(3.11) 
利用 上 述 记号 ,(3.1) 一 (3.4a),(3.1) 一 (3.4b) 可 以 统一 写 为 下 列 
2 BRD E : 
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de 4 An + Bluu) = f (3.12) 


u(0) = wo (3.13) 
下 面 的 结论 成 立 : 
定理 3.1 存在 V 中 的 骸 收集 了 0: 
Bo = lu E V, Jul Mo, 和 hell <M} (3.14) 
R 12 tg 时 有 (3.12) ~ (3.13) W FEAT uw (2) C Bo, 其 中 Mo, 
MLS f, [vols vs ai AX. 


为 构造 (3.12) 的 AIM, RR EAE. FT 
解 对 于 时 间 解 析 性 定理 是 十 分 重要 的 . 

我 们 回 到 方程 (1.1) 记 | Cl 2+ 1292, 对 于 正 整数 
b,x H= OH, V=OIV Mp(A)=QkD(A), HT HAS 
间 赋 予 通 常 的 Hilbert 范 数 和 何 积 ,对 于 向 量 uE H Rife M Au 
= (Au, Aup, Aus) .我 们 研究 下 列 方程 ， 

u(t) + DAu(e)+ Ra = f(t),t € R, (3.15) 
ut0) = wp (3.16) 
其 中 f:R:— H ERIAK, D= (diJe E REER. iE H, V. 
和 D(A), 分 别 为 H,V 和 {A 和 A) 的 复 化 ,下 面 的 内 积 公式 是 显然 
的 ; . 
(hy + ihz gi + ig2) = (hugi) + Cha ga) + tL Chas g1) 一 (his 82) ] 
也 易于 构造 H, 中 由 A 的 特征 向 址 组 成 的 正 交 基 | 网 让 ， 

我 们 假设 存在 1 所 7Y< M e>-OU RRR CE Cl0,%， 
R), HEM NA © >0,R WE: 
| (Ru), Au + w)|<elAu.? + Cle) | uli + ks Vu € DUA). 

(3.17a) 
又 对 每 个 紧 集 XCC, vm:X >D(A) 在 弱 拓 扑 意义 下 当 va 一 致 
KRA v 时 有 
Rum) > R(v), 在 L?(X;H) Pw (3.17b) 
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同时 存在 M > 0, 使 得 l 
If. SM YER, (3.18) 
则 有 如 下 定理 : 
定理 3.2 $ u 是 (3.15) 一 《3.16) 的 一 个 解 , 则 存在 Aa: 
| 00 |< A R TiE CCR. R.) HRM |u], 是 有 限 
的 , 则 zx 有 一 个 解析 延 拓 到 如 下 形式 区 域内 的 D(A)。 值 . 
A(1u(0)|,) = {z= sel 1 91S HO0<SK< T1(|u(0)14)} 
此 外 , 如 一 致 地 有 | (2) |< B, 对 于 t€ (a,b); A ERK My 
拓 到 包含 如 下 区 域 ， 
A = Ue + ACB) 
对 于 包含 在 这 个 区 域内 部 的 所 有 紧 集 天 ,下 面 不 等 式 成 立 : 
sup | (d'u/d*z)(2) |a S WADEN + | wy |? 12 
d = dist(K, aA) (3.19) 
sup | Au (z) I< TAK} < w (3.20) 
supl A (diu/dz")(2) |< 2*(k! Ld (K, IA uo) J] ĦTA K) 
(3.21) 
BH K'=jz EAn) ld (z, 3A u) ) Fd (K, 3A ug))| 
证 明 考虑 复 时 间 的 Galerkin i, 在 Hn = 1CW, + .+ 
CW, | 空间 研究 复 微分 系统 , 记 PP 是 到 A, 的 投影 , 寻求 如 下 问 
IR 
Git DAun + Rum) ~ FO, v] = 0, VuC€ H„ 
(3.22) 
tm (0) = 也 xn (3,23) 


unh z) = Dgi(z) W, fi:C— 人 CC 
t=] 


利用 Aun (z) = X Ag: lz) Wi (3.22) ~ (3.23) 归结 为 常 微分 
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方程 组 ,由 Cauchy-Kovalevski 定理 ,在 原点 的 邻 域 r 存在 唯一 解 
Pun, LRE z 到 实 轴 上 时 w,, 就 归结 为 实时 间 的 Galerkin 
为 得 到 先 验 估计 ,我 们 取 v= Aunt wm; 从 (3.22) 有 
(Sz. Au }+ Ga (DAu, Au ) + (DAu,«) 


+ (R(u), Au + u) 一 (f(t), Au + u) =0 
KRPOPEH CRE u NF iim. RASA, 
((St.«)}+ (ru }+ (DAu, Au) + (Du, u)) 
+ (R(u),Au + a) 
~ (f(t), Au +2) =0 (3.24) 
固定 0 - SMS ZUM zx 表示 为 <= se”, Fe” (3.24) AR 
实 部 .由 于 DD 是 实 正定 距 阵 , 推 得 存在 09220, 1H Re( Dz, z) > 
ao|z|l2,YzEeC ,利用 这 一 结果 我 们 得 到 : 
AS ful? +) u P) + aocosg(1 Aul? + Ia ll?) 
<|sind| | DI. (| Awl? + |l wl?) + [CR(u), Au + x) 
+ | (f(t), Au + u)| 


由 (3.17a) , 取 © = cocos ,利用 (3.18) ,得 到 


FS) ul? + aocose Au? + lla?) 
< Dil. |sind|(| Awl? + u l?) + Loose | Au]? +k 


+ c(@lul? + MC Aut + jul) (3.25) 
限制 6 使 得 


| 41 min( 


af 8 z 
tan igi D T) ,所 | (3.26) 
于 是 有 


ageosg =: 4 || D ||, | sing! 


在 (3.25) 右 边 利 用 Young 不 等 式 ,有 
J gel li + aoeasO(| Aul? + | ul?) 


< Peosél | Aw |? + Il u || 2] >. . Foos | Au |? + k 


+ ce(0) | u l7” + 4M agcosd)~ +? cos? | Au |? + M| ul? 
于 是 
julg aocosb( | Aul? + Iu Il?) < ce(0) 02” 


+ 4M*(agcosd)'' + K (3.27) 
由 (3.26) ,在 (3.27) 中 我 们 可 使 系数 与 0 无 关 旦 有 界 ， 
hu (sei#) |? + cyl Au |? + || 2 I?) Se + ezl ulse)? 
. (3.28) 
记 y(3)=1+ | ulse”) |? , RATE 
yis) Seyis), Ys >20 
其 中 c4 二 maxf cs ,cl ,积分 这 一 -不等式 , 得 到 
O< yis) S (y(O” -— Cy - 1)egs) n 
MFOSs < y(0)' y - Deg}! 
这 又 表明 ,存在 仅 与 | ko| 有 关 而 与 m 无 关 的 常数 Ti = y(0)!-7 


(1~ (4 Y )[Cy DesJ-! 使 得 对 于 所 有 s€ [0, Ti(| wo|;)] 
和 满足 (3.26) 的 8 有 
| tim (se?) | 20 + | unl0) |) 2 <2 + | wg |?) 
(3.29) 

BL MS) PRIZEE REE AN um 可 以 延 拓 为 包含 区 域 
A(|u(0)11) 在 内 的 某 一 区 域 中 (3.22) 的 -个 解析 解 . 
AC| u(O)}1) = jz = sel0 < s < TiC! uo|1),0 满足 (3.26)|. 
而 且 
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sup| umlz)| K201 + i uy! 4)!?, z € AC| wa] 1) 
此 外 ,由 Cauchy 公式 ， 


k! “(+ 
dz (2) = Fail omCDG 7 2) dy 
其 中 d=d(z,3A(| wo|1)), 因 此 


Pum 2 
Já < Je! PEAR | tz) |, 


特别 对 于 A( | ao| ,) 的 一 个 紧 子 集 K 有 


k 
sup oan ,<2 Veta + | ol? ) (3.30) 


其 中 d=ad(K ,3A(| ul). 
现在 推导 un 在 D(A) 中 的 先 验 估计 ,注意 到 对 于 AC ao) 的 任 
一 紧 子 集 K 和 对 任何 z= se® CK ,我 们 有 


= dum (“= 
-2| (( 到 sum) } + dz ?tm 


<2| Se Ti | | en Zat lD (3.31) 
sh d= d(K ,2AC| up| ,将 (3.3D 代 入 (3.27), 委 去 | tim IL? HELE 
cyl Aun |? Seg + cal2(1 + jal)? + 4 20+ | uol1) 


d , 
[A| an se) |? 


(3.32) 
因此 对 任何 紧 集 KCA uol ,我 们 得 到 um HEL” (K,D(A)) 
中 有 与 m 无 关 的 一 致 有 界 性 ， 
sup| Atm (z) |< T< œ, Ta = T(K) 
由 Cauchy 公式 ,对 任何 使 得 d (K 9 AC| uol >d >0 的 紧 集 
K, 


dun k! F 
dÆ 2) = Pail | -| gm (TY z) dn, z E€ K 


A 


记 
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K’={2€A¢| uol ,)1 d(2,24(| uol >baCK,20(| uol,))) 
DK, 我 们 得 到 


d’un 
da (z) 


ja <RILALK, IAC | %o|,))]* sup | Aun (z) | 


S21[4d(K, AA | uo | PI TK') (3.33) 


k 
sup 4 Gane) 
由 于 ww:C->D(4) 在 A(|ao|,) 中 一 致 有 界 而 且 解 析 , 由 Montel 
定理 , 对 序列 | en 存在 子 列 , 在 A(| io|,) 的 每 一 紧 子 集中 以 


D(A4) 范 一 致 收 全 到 u", Hu’ ED(A) 在 A(|wo|,) 中 解析 ,此 
外 由 于 un | ， 是 相应 的 实 Galerkin WA ua | > u, 


(0, T) 
(3.15), (3.16) 的 解 ,因此 必 有 u" 是 BIAS AC} uo|1) KBE 
的 一 个 解析 延 拓 . 因此 u" 是 u 到 A(|uo11) 的 唯一 解析 延 拓 , 故 
可 用 u Ru”, lun REM CRT ARS u, 从 而 unu, 
BRA 
supl Au (2) |< TAK). Y BK CAC ugl) 
类 似 地 , (3.30) 和 (3.33) 推 得 在 AC u OKREM D(A) 
致 地 有 
d'un dtu 
det 7 det 

WA w 也 满足 (3. 19) ~ (3.21). 上 述 一 致 性 收 伍 结果 结合 
(3.17b) 就 推 得 32(3.15)~ (3.16) HR. 

MRE Ela, Eluh R< o, MLW :=0 的 推理 
可 用 对 任何 上 E (ac,B8) 来 代替 ,进而 有 u:C>D(A)e 是 在 如 下 开 
集中 取 值 于 D(A ) 的 时 间 解 析 商 数 ， 

Ule+aClu(el dl DU te + ACR) 
现在 我 们 回 到 (3.12) 一 (3.13), MH 
(Blu,u),u} =0 
和 Sobolev 嵌入 定理 , 改写 (3.7) 8 
也 69 . 


(Blu u) <c I u l'2 | u l| |Awl'41 ot 
RNA 
| (Blu, ua), Au +u)|&c l| u 11 || z ll | Aw |32 


<elAul? + £l u lý 


即 B(x ,xz):D(4) 一 再 ,(3.17) 被 满足 ,而 f 52 KK AKL? 中 
有 界 , 故 (3.18) 也 被 满足 ,从 而 由 定理 3.2 得 到 ,对 于 方程 


d4 + vAg + QnB( uu) = Qnf (3.34) 
HP u(t) = Pye t+ Que pta RNA 
定理 3.3 在 定理 3,1 假设 条 件 下 ,下 面 结论 成 立 : 
la) lS Kod ys 
lall < Kini 
| Ag(t)|< Kz 


[fao |< Kaasa (3.35) 


其 中 Ko, Ko, Ki, Kz 仅 与 v,|f1,| uo| 有 关 . 
我 们 用 非 线 性 Galerkin 方法 构造 近似 惯性 流 形 
#o= graph( Bo) ,其 中 
Alp) + OBCH) = Qnf, pE Hn (3.36) 
即 
Bol p) = (A) 'LOnf - QnB(p, p)] (3.36) 
定理 3.4 设 上 充分 大 ,使 得 
t> to (to WEM 3.1) (3.37) 
则 有 
l glr) -— Bop) || < Kaan (3.38) 
证 明 用 (3.34) 减 (3.36 ) 得 到 


“A(g(t) - Bo(p)) =- Qn(B(p + 9,9) + B(g,p)) ~ 42 
于 是 
-70> 


vl Alglt) - BADIK elu 12 il u 12 lg Hl 
+elg l? i Ag || pif + FA 
SAMMI M]? + CM; + Koa RR), 
从 而 有 Il g(t) ~ Bop) SKARL 
下 面 我 们 构造 AIM fe: 
记 
B= |p € Hy, |l pl <2M,} 
# = {a E Qy, lgl <2M;} 
可 以 证 明 ,对 于 充分 大 的 NN ,存在 一 个 映射 PA —QV 使 得 
#(p) = (vA) IQNF ~ QuB(p + ,p+ #)]l. VEZ 


(3.39) 
定理 3.5 b N 充分 大 使 得 
2 
AN+1 > max amp? (3.40) 
则 存在 唯一 映射 8: B>QnvV,, iH (3.39), SES, 
IE) Sra, (3.41) 


其 中 站 =8(7 I MIL? +807! MY +y t] |， L=1 + log 3, 


r=20 IM (L? +3). 
证 明 $ pC@OMe RER Tp: 2 -> QnV ,使 得 
Tala) = GA) "[ Onf - QyB(p + gp +q)] 
只 须 证 明 T, 有 唯一 不 动 点 .首先 我 们 表明 Tp: 8B. A qE 
#,WEH,|W]=1, 8] 
| (A412T,(g), W) | 
Sv [|(B(p + g.p +g), A2QW)]| 
+ |A Manel) wi] 
Sv [|(B(p,p +g), A QW) | 


+ |BCq, ptg., ), A` OWS] + ARR IfI 
. _ IA | 12 
<v'fcellpte acd, lp it (1 + atog{ 77 [l eral 
+c] K 12g 12 p +q l |At7Qnw|'7| w] 
a Ifi] 


12 
{o “AMA, Nea 2, + 2M,(1 + log 3” 


1 a 
-iy-3.. 2 oli g¢ 
+ oy agi 8Mitv I fl As, 


= ray, 
于 是 
Il T,¢q) ara + (3.42) 
其 中 
ri = Ba ML? + 8o M +v I f | 
(3.40), 
| T,(¢) ll <2My 
现 证 T, 是 压缩 的 ,注意 到 


ETa) =(vA)“| QuB(p + 459) 


+ QB pta) ¥9 © QV 
& WEH,|W)|=1,5 


_1 
AAT Dp W<» '|(Ble A 2 QnW )| 
+ v|(B(q.9),A 2 QW) | + v [CB p + q).A-2 QW) | 
F 1 1481 YY 
Svichalaalel (1 + iof ipl 7) 


1. 
tytetg il alll ai: | A-2QyW |12| w|i? 
+ 72+ 


tytelg Mi gil p+ gil AQWA] wji 
< [V e2M L? + v e6M Jad Ig | 
i 


a _1 
il aq l(a) | HOV) SrA.2 (3.43) 


N+1 
其 中 疡 =v 2M, L? + v7 'c6My ,由 (3.40) 
dme al 
I eT) <4 
由 压缩 映像 原理 得 定理 结论 . 
注 : 由 定理 3,2 易 知 pe graph (p) ERIRE. 


定理 3.6 BN 充分 大 使 得 (3.40}) 成 立 , 则 对 于 (3.12) ~ 
(3.13) 的 每 个 解 ,我 们 有 


2 2 
lal) - #(p) | oa, 

其 中 to, KOME 3.1,3.3 中 所 述 . 
证 明 4 A(t) ~o(t)-# 0 p(1)), FB 


vAA + Qui BCA, p + #) + Blp + q.A)] + 42 -0 
EAA ATH 中 取 内 积 ,有 
As | (BCA, p + #),A)[ 4 | (42, | 


t = to (3.44) 


a) 
Sel Ai dal toes + [Mfr a1 


-3 
2 All 


_1 ’ 
SA WAI? 3M + Koa, 


从 而 
3 
lAl < ot MA NAN + Kya, 
注意 (3.40), 有 


2K 0 -3 
0 2 
lal < a 
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利用 类 似 于 对 二 维 Navier-Stokes 方程 的 处 理 方 法 我 们 研究 


-# Newton- Boussinesg 方程 : 
Zag + Hp,g) = My- (3.45) 
多 1-0 = plr: y)s #\, 20 = Balx, y) (3.47) 


glz +2D,y,t) = plz, yt), Pray +2D,t) = g(x,y,t) 
g(x +2D,y.t) = O(x,y,t), O(x,y +2D,t) = Oa,y,t) 
(3.48) 

HP- 办 ) 为 速度 向 量 ,8: 流 函数 ;P, >0 是 Prandtl 数 ,R。 > 
0 是 Rayleigh 数 ,J (u,v) = dyvr — Hgy. 

id D(A) = [u EHA), u 满足 (3.48)1,0=(0,2D)x (0, 
2D), 

H,= 8 E€ H: | m(9) | 


[foce.y, t)dady | Sat, 
a 


| 1 _ 
下 面 结 论 成 立 : 

1. WFR Cp, 09) EHX H!, Mj (3.45) ~ (3. 4) RAIE- - 
整体 解 (% ,0) ,使 对 所 有 下 >0. 有 

g € L™(R*,H(0)). Ap € L200, TsH'(2)), 
6 E L°(R*,H'(2)), A8 € L7(0,T3H) 

2. 如 果 pE H’, G E H, N H, W(3. 45) ~ (3. 48) BOR CY, 
9) 有 如 下 估计 : 
1Ayl,1Ay|, FORLI 1428|， |do|< Mo Wide. 
将 (3.45),(3.46) 进 行 谱 分 解 , 则 有 


dap + PJ (p, Agp) + A — 六 PPvB(9) =0 


dap + QW (p, Ap) + A? yn — QWB(0) = 0 (3.49) 
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do, + Pal (4,0) + PAA = =0 


do, + Oni lp, 8) + pAb =0 (3.50) 


其 中 #1 = Pay, $2= Quyib = Pu6,0 = On 8. 
5183.7 i WEH, GER NH, WFE R 有 
Kit. , 当 tt, WA 


aip M h, | Bap 


< MAN 
(3.51) 
|AZ0x(2)|< Ma, |do, 

其 中 | go| ASR, | G0] SR. 
证 明 将 (3.49) 与 A2y 在 H 中 取 内 积 得 到 


1d 
qg A dal ?+ (GG, Ag), A?) + | AZ yy |? 


< Manu 


R (3.52) 
~ p (BG), A p) = 0 
利用 
|J luso) |< c! Atul 14 
我 们 有 
| Ip. Ag), A? dr) | S| AM yp |? Ag] 
Kel Arye} (由 结论 2) 
| B(8),A*go)|<| A246] A? pl <el Ap] 
am Young 不 等 式 , 从 (3.52) 得 到 
5 AI AM gol? + [AM ?< cl A"del <4 | Aye |? +c 
于 是 
d | AP? p|? + AN+1 |Ar gel < c 
这 就 推 得 . 
| A> dnt) [P< | Apl ) eina) + ANY 
. 75 ， 


< |A plt p) [Pena + Ana (HAE 2) 
S ANa VEBE, (3.53) 


， - MPa 
其 中 t's = sup max 二 tant log 一 ‘ 


将 AG, 与 (3.50] 在 吾 中 取 内 积 ,类 似 于 (3.53) 的 推导 ,得 到 
| ARO |2<cant,, VY tt . 
将 (3.49) ,(3.50) 对 了 上 求 导 数 ,类 似 地 可 以 得 到 引 理 中 其 他 结 
论 ， 
id By = |p © Pu | A2 yi |< 2Mo) 
BL = tg © Qu: | A2g|<2Mo} 
Oy = {91 © PyH:|4261|<2Mo| 
OL = |h € Quy: | A2h |< 2M} 
定义 映射 G( 1,0) = (gh): By X On *By X Op: 
Arg + Qui (gi + g.Ayi + Ag) 
一 PeQwB(9， +h) =0 (3.54) 


FAR + QM + g.0, +h) =0 (3.55) 


引 理 3.8 存在 仅 与 始 值 有 关 的 正 整 数 Ny ,使 当 NSN, 
(3.54) ~ (3. 55) WA (g1, 01'E By X On, 有 了 唯一 解 (g,h)E 


BwxOw. 


证 明 ”固定 (yg ,01), 定 义 映 射 G(g1,h1) =(g,h): 
A’g + Oni (di + gi Agi + Agi) 


一 PovB(e， + hy = 0 (3.56) 
Mah + QviG tgb thy) =0 (3.57) 
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我 们 证 明 只 要 N 适当 大 ,G MBL x OF 到 其 自身 .由 (3.54) 
| A2g| <c| Abg + Aĉe? + | A28 + Abhe 


于 是 ， |Alg|<cag?,, RE NIK, ti gE BE ,由 (3.55) 有 
AL IS [Joi + gi,0: + hy) | 


<c|AÊg + Ady [AIG + AP | Se 
从 而 | ADA <ca 22, WA AC OLN 适当 大 ). 
G 是 压缩 的 : 
4>(g),h1),(go,h2)€ BE OA 由 (3.54) 有 
A’g(gishy)— A glg h) + Ovi Man ~ g2,Agi + Agi) 
+ QKI (di + Ag = Ags) -PQNB(h1 ~ ha) = 0 
故 
| Agles hi) — A?gl gosh} | 
Kc| Arg; - Aig,| |A2gi+ Agl 
+ cl A2(e1 — g2)| | A2( gy + g2)|+ c| At -= ha) | 
这 就 推 得 
|A3 g(gishi) - Aig(g2,h2)| 
<a? (21 — gs)|+ | Ad(hy - h2)|) 
类 似 地 从 (3.55) ,我 们 得 到 
1 lAr lerhi) = 人 (gp 
| Outer - g2,0, + hy)! + | Qui (yn + gash ~ ha) 
<el A — g2)|+ e| A? Ch —ha)| 


从 而 
。77 ， 


1 x 1 
| AZA(g1,hy) — ASh( ga h2)| 


< Agal l Alg- gai + ACh - p2)|) 

由 于 N+ coff Aya +, ARE N 充分 大 ,例如 NN 之 No, 就 
得 到 G 的 压缩 性 ,由 压缩 映像 原理 得 到 引 理 3.8. 

4 5 = graph(G), 我 们 有 

定理 3.9 存在 仅 与 始 值 有 关 的 No, 仅 与 始 值 及 R 有 关 的 
ty E NEN M tet. Hh, MF (3. 45) 一 (3.48) 的 任何 解 
(p(t),0(¢)), EE XH SS SORE a Man, 所 控制 .其 
中 | dol SR, Ole ER. 

证 明 将 (3.54) 与 (3.45) 相 减 ,得 到 
A’g~ A'di + Onda 一 和 40 + Ag}+ QunT(y, Ag — Agn) 


Ra 
~ pQuB(h ~ 8) - dap = 0 
因此 
| A2g -Ayn < c| Ag -网 )| 143 机 +8)| 
+ cl A2g| | A2g ~ gy) | + c| A2(h - 62) | 


d 


1 
< AmilA lg — de) | 
+ c| A2(h = O)| + ami 
-上 
从 而 存在 m0, 当 mE mF chy? <p A 


1 
[A?g ~ A?go|< cA Z| ACA M) cay, (3-58) 


类 似 地 ,将 (3.55) 与 (3.46) 相 减 ,有 
par - AG2)+ Qui (ge - $2.01 +h) 


+ Oni lp, h — 82) ~ do, =0 
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这 又 推 得 
[ACh ~ 902) |<clA2g - p)| | A29, + ol 


+ clA2y||A2(h - 2)|4 do, 


<a? Ag ~ $2) (3.59) 


+ a, [Aa -Dadhe agi, 
(3.58), (3.59), RN 适当 大 , RBA 
|A*Ca - ga) [+ ACA ~ 0) |< anh, 
这 表明 | 
| Az ~ Apl S ARo [A - Or) cap, 
最 后 有 . 
dpp PODS ly - ptg) et |O- (0 +h)! 
< loo - glp + le-a] 
< cl Ads - Ag|+ [0-A] 
< AN (3.60) 


$4 Gevrey 类 正则 性 和 指数 逼近 的 AIM 


研究 方程 组 ， 
3 1 DAM) ROD = /Dt E R, (4.1) 
u(0) = ug (4.2) 


RU Ft, A A MERD IA S3 所 设 . 为 方便 起 见 , 候 
设 


fete, ar =9 Y: 0, MAR u (4.3) 
=[0,20]", HT A MBI, HALE TE A; lecz 的 特征 
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MRK Le er 构成 空间 L2(0) = HE, FRM uE 
D(A), A 
u = Di ujet, u, = (uj tut) EC 
jul? = (se) i < 
| Au|? = (去 ) lal? a? 
我 们 给 出 Gevrey 类 函数 的 定义 . 
EM: MEME 6 >0,4 
le f2 = Neat | j |? o (4.4) 
je 次 
则 称 f  Gevrey 类 D(e*" E HE, Lie 


IfI = ett yp (4.5a) 
ERM Ab RAE, Aid 
Ile lt GEY MUA? (4.5) 
则 人 4,5a) 与 {4.5b) 是 等 价 的 . 

我 们 再 研究 具有 局 期 边界 条件 的 始 值 问题 (4.1) 一 (4.2) , 且 
假设 非 线 性 项 R EID) ale IZMA, H F Fourier 变换 是 L? 
上 等 距 , 存 在 Fourier 系数 u; AR 的 多 重 指 数 a;: 的 函数 下 ,使 得 

(R(u),Au) = FCu;,j%) 
假设 存在 y,K MC ,使 对 所 有 :>0,F 满足 
(Eej jD Keldu]? + Cle) ull K (4.6) 


IAI, MLVIER. (4.7) 
其 中 M ,o>0 是 常数 , 则 有 
定理 4.1 设 uoEV, 了 满足 (4.7), 微 分 多 项 式 尺 满足 
《4.6) 和 (3.17b), 则 存在 仅 与 1 uo | AŽ T. MAY LKR 
A>(0,T.) BF OBER: 
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(i) 存在 (4.1) 一 (4.2) 唯 -正则 解 u, 使 得 映射 : 1- 一 
[Atexp(#(2)A?) lu (OE0, T. CA ERIE H 中 是 解析 
H,4(t)=min(t,o,T, ). 

《过 如 果 解 x 存在 且 在 Y 中 对 所 有 正 的 上 是 一 致 有 界 的 , 则 
u RUA D(Atexp(cAt)) AE (0,0) M4 (0,0) A EB 
解析 的 . 

为 证 明定 理 4.1 ,我 们 需要 


引 理 4.2 Bx >00, uE D (At ), 则 如 果 R 满足 
(4.6), RNA . 
|(R(u), Au) | el Ani? + Cle) Atul? + K (4.8) 
证 明 我们 令 
u = Njut 
定义 ， 
“u” = Duje = expl tA? nu) 
其 中 wp eg FEZ, 
对 于 一 般 的 微分 多 项 式 R, ZRS HEEM, RILE 
出 单项 


Ru) = y IT Diu’ 
其 中 Ape 5 ay 是 任意 多 重 指标 ,站 yy dg 是 1 到 n 间 整 数 ,z = 
(ul, wu"); 因 此 我 们 有 
(R(u),Au),= (R(u),exp(2cA2) Au) 
= {CTL Sagat oS ahaa lois ya, 

tij er je en 
上 述 积 分 当 且 仅 当 

jotjitj+t+…+ii=0 


时 不 为 零 , 于 是 有 
- BI - 


(R(u),Au).= (2r)” 22>) wp “upp ite GA; 2 2r | jal 


S 2a)" Mo | Mh "0 | ase] ua 
ed Villa) 
但 是 |jo| =liitdatee tials cial tot lial ik 
eol- liie ll) 1 
我 们 得 到 
|(R(u), Au) (KC) MD | ai} 
Jt re do 
DAGEL 


HAIK l ,wu" =exp(rA? )u ,我们 有 
|(R(u) A)| KI FC uži ijl 
<e|Au* |" + Cle)|Atu" 24K 
定理 4.1 AE TEE BAKA EH 3.2, ARM ia z, 以 
[+ | . 范 数 证 明 解 的 先 验 估计 , 在 复 平面 建立 一 个 区 域 A ,使 解 在 
其 中 一 致 有 界 ,然后 对 投影 空间 维 数 六 取 极限 ,此 外 ,由 于 这 里 与 
定理 3.2 证 明 不 同 的 仅 是 先 验 估计 的 推导 ,我 们 仅 概 略 地 叙述 A 
和 和 省略 极 限 过 程 ,再 者 ,为 简化 符号 我 们 仅 考虑 整个 问题 的 解 , 故 


所 有 计算 都 是 形式 的 . 
我 们 复 值 化 (4.1),$(t)= mintt,o)， z= $e?,s>0, cosg >0, 
E,=expt$(scos0) AŻ), 9€(~F -Z Syaz, 将 (4.1) 与 Au(se”) 


E DE ET RAR, BRU RRS ANEN: 

(z, Zu EAulse”))+ (EDAu .EAu) + (ER(u), EAu) 
= Re e” (E, f, E, Au) (4.9) 
HHSei RIEA: 


R2- 


Re es 


Re e” 


(£$ s Ja Jé EAu(se”))} 
= Re( at # dg (Eu (se”)) 一 # (soos) (cost) Eu EAtu(se”)) 
= + á | A? u(se®) Er 


— (cosh) $ (scos0) | Au | s¢seovry | AF u | $¢ scone) 


agt cosh | 
之 方 | 二 ze 人 se ) | $0000) ~ 下 | Aw | psoas) 


~ (A) Atu co (4.10) 


X, 
Re e” (E, DAu , E Au? >> cosdag| Au lio 


= [sinð | | D ls | Ae | bo, 


ay 


‘SD le 
Re e” (E DAu ,E Au) ;> 3 endl A 1 和 se (4-11) 
将 (4.10),(4.11) 代 人 {4.9) 且 将 $(scos9) 写 为 名 ,有 
4 是 x+ eo | Ay (2 <1 CfAw)s| + | (RCL), Au)! 
(4.12) 


tan 


限制 9:| ol <tnin( ,到 小 我 们 得 到 ; 


同 定理 3.2 一 样 地 处 理 | (S, Auts ,利用 引 理 4.2, 有 
d l ulset) |] + cil Au (sc*) Lg < ca + cal ulse”) FA 
(4.13) 
其 中 常数 仅 与 始 值 有 关 , 而 与 8 无 关 ( 上述 限制 的 8), 类 同 定理 
3.2, 记 
y(s) = 1+ |E,A?u(se”)|? (4.14) 
有 
y (ss) cy ls) (4.15) 
a 83 a 


于 是 推 得 
| EAD u(se®)|? <2 + 2| Atuo]? (4.16) 
在 AC Hl uo OPRA, EP A( up (| ) 由 下 式 给 出 : 
-1 
OKs <T uD = x0r i- (#) Ar- De 
. -1_ 20 = 
|8)<min{ van 74 2,2} (4.17) 
因此 ,即使 gE D(A?) SW ul se®)€ D(EA?) 4 AC | uo lH 
成 立 . 如 |‖ u ÆR, EBT M , 则 AC uo Il TEI A 
= DU,>o(t+A(M)), 此 外 类 问 定理 3.2, 我 们 可 以 证 明 对 任何 包 
会 在 4 内 部 的 紧 集 天, 下 述 不 等 式 成 立 ; 
sp| ce | p< 22(2 e+ Iw VB ed = dt(K,34) 


26K 


(4.18) 
sup| Au (se) |y LTK) < oo (4.19) 
sup A Else) 委 2k! [dK ,9ACug) TA(K’) (4.20) 
EK $ 
其 中 


K’ = fz © A(ug)|d(z,dAluy)) > Fd(K,9A(uo))| 
利用 定理 41, BAT dy ES fe] Ginzburg- 
Landau 方程 的 指数 逼近 型 近似 惯性 流 形 . 
我 们 研究 Ginzburg-Landau Hf (GL): 
Z8 = ou + (1+ iv)Aw — (1+ ip) lulu 


+eal V(lulu) + Blag+Vu)lul? (4.21) 
“u(z,0) = uale), EQ (4.22) 
N=(0,L,)«(0,L) A u £0 Ae. ¥,4,0,8 ALEK, c 
EN,p>0,4,.42 为 实 向 量 . 
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Q ult)= u(t) +i uslt) upu BRAK, Hid xft) = 
(uilt) ual) W422) AE A 


Se = pu + DAu — Dil u u 
+ aay Vf ulh + RA Vu) | ul? 


其 中 
a 1 -v n 1 一 Ap 
p=(， Tih msl 4) 
id A=-A, 
R(u,v,w) =- pw + Du vw - aki Tus vw) 
~ B2: Vw) usv) (4.23) 
则 GL 方程 可 以 表 为 
dul). DAult) + REC) ulul) =0 (4.24) 
下 面 的 结果 是 已 知 的 ; 
1. 若 woE (C0)x H7(0), LAE 8 >0 A 
2<a< Pas, GEN (4.25) 


则 存在 (4.24),(4.22) 问 题 唯一 般 ul), 
u(t) E LOOT: (EMP) MN DO TEB(CQ)Y), ¥ T > 0 


(4.26) 
此 外 存在 仅 与 op rv po P, A A8, 有 关 的 常数 KK| ,使 得 
Fel) |l H&K, Vi > fy (4.27) 


其 中 ty 与 R( | uo | Y.R)E Fe 站， Yssa, B, Ais Aa, 8N A 
关 ， 
2. 下 列 合计 对 于 we DCAM A: 
I(R(u,u,u),Au + W| |R) lAul|+ | Ra | a 
<p || «ll Au | te, ll I2 | Aa | 


+ cy u 7] Aw [37 


+e,llull*|Aul+ oll « Il? 
+ call uil? 
S e| Aul? + efe) Ilu I4? + es 
a>2 (4,28) 
由 结论 1,2, 应 用 定理 3.5 得 到 
命题 4.3 设 条 件 (4.25) 满 足 ,uoE H), MEE bo M To 
使 得 (4.21), (4.22) 问 题解 x (1) 的 每 个 分 量 在 下 列 区 域 中 有 
D(A ERIE: 
Ay = ft + seit >t, lOS 0s < To} 


ty (4.27), 60, To 仅 与 始 值 有 关 , | go| 委 所. 此 外 存在 常数 K 
使 得 

lu(z)l,|Alule)| | Au(z)|SEK, YEA, (4.29) 
其 中 A, =j2:Rez2a,|Imz <bl a b 仪 与 始 什 和 民有 关 的 常 
数 ( wo ll SRY). ANA 


|u lazdu) ,| A fulo) <Ka, Yt (4.30) 
其 中 K, 依赖 于 始 值 ,zz 与 始 值 及 R AKC I eoll SR). 


下 面 我 们 应 用 定理 4.1 给 出 解 的 Gevrey 类 正则 性 估计 . 
为 简单 起 见 , 我 们 设 = (0,27x), 和 


lulz,t)dz =0,Yt>0 


n 


3184.4 设 u,v,w, yE D(e**A), r>0, MATTE Ritu, 
vw) RNA 
| (Ru, v w) Ay). | 


Kolwl,| Ayl + cl Atu [Atv] A wl, Ayl 
+clAtul,|A?v|,|Atw|!*|Aw!1?| Ayl, 
+ clAtuf lt?! Au "lA? ul [At wl, [Ayl 
+cl|A?ul|,|Atv|'7] Av]! At wll Ayle (4.31) 
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其 中 < 是 适当 的 常数 . 
证 明 我 们 令 
“= Due, u= et? y = Di uf el, uj = erlily, 
ier 
(4.32) 
类 似 定义 v w, y. 然后 我 们 有 
(R(u,v,w),y) =- wey) + (lu. v)Diw, y) 
— (ahi Vilas viw),y) 
~ BOA, Vwa ew) y) (4.33) 
RNB AHH (4.33) 
~ elwy) =~ Ao dey F (4.34) 


(Cu + v)"Diw,y)= KÈ upeti? + D) vpet?) 


a 


“(> tjg F . 5 vse ) 
。 (D, >) welt . Dye dz 
5 
54r? S (ww) 
《ap . Ube ) (Diw ‘ Vs) (4.35) 
类 似 地 有 
— (Alha Viw) (nv),y) 
=~ anip D (uj ve) A + lwr 了) (4.36) 
由 于 
-at Vilu + v)w),y) =- alli Vwa. v), y) 
-af (Ai Vau)v)w, y) 
—al{(Ay + Vo)u)w, y) 
(4.37) 
类 似 地 得 到 (4.37) 的 Fourier 系数 表 式 ， 
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-alh V(u-v)w),y) =- 4na[ > (uj + mA + day + ys) 


+ 5 CA e ijj e ow > ys) 


statis 


+ >) (aie ikiye vi) (rw. 2] 


E (4.38) 
于 是 


(R(u,v,w),y) =— An Die) "et An? 2 (uji “ Ui) 


jitte tě tl 13 
(uj, . Ug (Dy x * ys) 
~ 4ra 5 (u; . Op CA, , il (ey, " ya) 


jtki: -3 


- 4r?a > (Aie Guj wder > ¥,) 


-4ra Do (A+ ikl va) (ww ys) 

一 4x B 2 (u; + va) Aa" re y,) 
l (4.39) 
利用 (4.39) 和 (4.32), 有 

4 
(R(u,v,w), Ay), = (Ru, ,te Ay) 
=- 4x? pS) Cw .yr*)|s|? 
+ 47 y CH "ug Cup eog) 


jy yesh tes 
x (Dw? + FH | expic( s!- [at 

— [kif - EAA D 

-4ra Dd) [( + vd Cay: ew + y) 


Jhked-s 
+ (aps Hus + of wf > yi) 
+ (At: ku; sug Mw + yille]? 


xexplr(lsl- |jl- ll- 11) 
-4r28 2 (uf -vk Aa ot F215)? 


jrhtfl=s 
xepir(fs|- jl- ll- iz) (4.40) 
注意 |*| -ljal -ikl -e Jal - 14. | -lel<o i- 
[kl -l| <0, FEA 


[(R(u,v,w), Ay), | SAPD | uw? | |y? | | sl? 


+4 1 4 2 y (| af | jokje 


jy lky tty tk tis 
lez] [orl læ | ys fs?) 
+4rajar! >) Clas og] la 
ithtiog 
+ [we |i yo [+ lil feet | Lod | LF | |y: | 


+ laf [iki lu] lofty dsl? 


+4z28| 1 S) (lus [lof | ial 
ttéti. 5 
x [wf lly | 1s!) (4.41) 
利用 
4mp2 [will yis? 
fag 
= pf Slwi le - D| 5? IAewdz 
i y 
= of E lwi Je. a(S 5; le™)ax 
plwl|lAyl. (4.42) 
对 于 


* 


UR 


STE D a 
Aythpbe ta ttti- 
[ur | vi | fer or tts) 
应 用 Holder PERA | ulpe ll u ll, Y1< p< co, Ae M(4.42), 
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我 们 有 
adir D ellil 


dytit tj tk ots 


Juste] lw EPIR, 
l+ # fus 4g+2 4o42 , 
x | uz lasez Up, ne l seta | Ay * | 


evityoleallZiiolgilwih,lAyi, (4.43) 
4 L 
KGW: ,=lAte™? | =/A7 1]. 
AD ARROA | u liae lul” Wel RGE 
4x7 a,|A1| > lus [loz lliz] e ys lls l 


Salåille* lalu” lal Aw "| | Ay? | 
<ellull Poll lwt? Awl lAyl, (4.44) 
类 似 地 得 到 (4.41) 的 其 余 各 式 , 综 人 台 这 些 结 果 就 推 得 (4 ,31). 
由 引 理 4.4, 我们 有 
(Rw, u, u), Au). I< plal,lAul, + ¢lAtu|2*!| Aul, 
+ clAzu [FlAuwl? 
<elAuwl?+e,Cediul? 
+ eale) l Atu lt + ele) | Atu |? 
e | Au |} + cgle)| A? u |14 + ci 
Cra >2) (4.45) 
(4.45) 满 足 条 件 (4.8), 故 当 uo E H?(0) (4.21), (4.22) HE 
u(t) 是 Gevrey 类 D( Atexpl kA1)) 类 元 素 且 可 解析 延 拓 到 区 
域 ， 
A = ft + se, t 2ta, 1/01 0,05 Tol 
同时 有 
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| dM atula) | KzEAh 
| e m? A? dule) | Kt (4.46) 


有 了 以 上 准备 ,我 们 可 以 构造 近似 华 性 流 形 .类 似 3. 我 们 将 方程 
投影 到 PH, QH ,有 


p+ DAp + PAR(p+ a,b + gsp+ gq) =0 (4.47) 


da + DAq +t QnR(p+ g,p+q,p+q)=0 (4.48) 


利用 (4.46) 有 


1 
[Atg(t)/< Ke Yr, | allL Kage R 


d 4 me 
|da) < Kise N+1 (4.49) 
我 们 定义 映射 $: PHQ H: EA w= O( p)iR E 

DAF + QyR(p,p,p) = 0 (4.50) 


& X= graph(¢), WUE 5 是 -个 指数 逼近 型 近似 惯性 流 形 . 
定理 4.5 设 (4.25) 成 立 , 日 ug H2(0), 则 存在 仅 与 始 值 
及 方程 参数 有 关 的 ,使 得 (4.21),(4.22) 的 任何 解 (2) HE HOS 
间 与 5 ER A EAR, jen LAR, 只 要 tt.. Hpt 仅 与 方 
程 参 数 及 R( ‖ uy | MRNA. 
证 明 
D(AW ~ Aq) = $2 + QyR(u) ~ QNR(p) 
我 们 注意 
Ru) —R(p) =— pg + Dıl u|u 一 D,| p!”p 
— ah Vilu u) 
+ ahi- V(I plp) -Rr Du) a}? 
+A Vp) | pl? (4.51) 


。 9l- 


我 们 估计 (4.51) 中 每 一 项 : 
[Diful u- Di[ pl” pl< | Di ul- | plu 


+ {Dil pl?*Cu - p)| 
<V1+7[lulollul - pl] 
+lelSlall 
<V14 7 [lulolgl I le 
+|plZlql] 


其 中 f(s)=s",¢ | ul Ail p| Am, AR (4.29) 
ulo <eclul*?(|/Aul+ lu! Y SCE i 


我 们 得 到 - 
| Di} u|?? u- | pl pl<elal (4.52) 


类 似 地 处 理 
| Bag Vu)lul? -pa Vp) pll<elql+ cl Aza! 
(4.53) 
由 于 


ahı V(lul?u) = alh" Vudlul? + 2al{{a, + Vadudu 
完全 类 似 于 {4.53), 有 
load, > VC | ul u) — ody: Vlplpl<elql+clAzg! 
(4.54) 
从 而 


R(x) - R(p)l<clyl+ el Aial (4.55) 
于 是 利用 (4.49)， 


[D(ay - Aa) <|82|+ RG) -RI ek ha Vrbs 
但 是 
| D(Ag - Ag) | = V1 + v? | Ag - Aql 
SV1+v anal g-¢ 


于 是 


L 
lp-qi<anie ™m, Vee, (4.56) 


§5 JER SCRE SS RETO AIM 


前 面 各 节 我 们 研究 了 如 下 在 散 方程 的 AIML， 
du vAu + Rlui=0 


(5.1) 
其 中 A 是 H SHARES HAM RAS Rise 


程 , 例 如 弱 耗 散 KdV 方程 ,A WE tae A ERY RE 


$1 的 思路 ,给 出 这 类 方程 AIM 的 --- 种 均 造 方法 . 
我 们 研究 : 


过 + uj, + Yu + uu, = fa), y >0,t >0 


(5.2) 
其 中 4= 75, R(u) = une, + Yun fir). 
ulz, 0) = uo(x) (5.3) 
ulr.) =ulrt+lj,r€ Ryt >0,i>0 (5.4) 
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记 4o= ~ 53, HP (m=0,1,2)E R 1I 周期 三 角 多 项 式 函 数 集 
的 闭 包 ,相应 范 数 记 为 


m .1 i| dt 
= 24 242 ENE 
ll « Il. (du lulz). Lal} ald 


2 
dz (5.5) 
AP EABIH(, m Go=(,)s Aa Æ H=P(0, DEHE RR 


BA lwir MERER a, = [2 
下 面 的 结果 是 已 知 的 : 


定理 $5.1 对 于 问题 (5.2)~ (5.4), 如 下 结论 成 立 : 
车 SEH, wo€ H, WEEN --M ult): 


u € C(R HHD N LCR, H!) 
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而 且 当 |‖ uo SR 时 ,存在 T(R)>0, 当 t 之 T(R) 时 ， 
EARS? (5.6) 
E JEH, uE Hi, 则 存在 唯一 解 w(t). 
u € C(R.,Hj) N L”(R,,H?) 
而 且 当 上 wo || > 委员 时 ,存在 TI(R)>0, 当 1 之 TI(R) 时 ， 
else (5.7) 
其 中 pl,p; BRS L, y SARIEK. 
利用 定理 5.1 和 Pn 与 As 可 换 性 ,有 
la l3 = | Payee 3 | Caner li | nee | 


从 而 
lalis ps (5.8) 
又 利用 
la 3 lqlo+ lel? + fay lgl? 


~ 4 if 
> lalit lal} + Sanalalt+ Sakalal 
2 
= (1 + Faw) iali 
从 而 有 
2 - 1⁄2 -14,-4 
ii g i is (1 + Faxa] Ps < 20,1 Any 
这 就 得 到 


命题 5.2 设 wo€E 8,fE€ Hi, 则 对 于 平凡 AIM Hy 只 要 1 
Smax T(R), T(R), Wa 


dist! (Hy u(t) SVL pAn (5.9) 
下 面 我 们 在 Hy 上 构造 AIM: 
在 QH! 中 考虑 关于 al 的 线性 偏 微 分 方程 : 
9 
Bet Uae + 791+ ONU): = ONCS- pps),t > T 
q(T)=0 (5.10) 


qi(z+i,t) = qlz) rERt>T 
= 94 » 


定理 5.3 设 jE HH?, 问 题 (5.10) 存 在 唯一 解 g,(p), 使 得 只 
A NME: 


N > malgre orla + [flo + yp +R] 


(5.11) 
就 有 


GEL To,GQnD N C(LT 2), QnH}) 
证 明 M>N, 52 PY = Puy. Pa, = PMS = M, tE 

由 | oz 人 8 TKR Quo} 空间 中 研究 : 
{er aie + ya + PA pd!) = PN( pp) 


q@(T)=0 t>T 
Mid fi =f! — PMC pp.) A ql! + PY(pgM) 乘 方程 (5.12) 两 边 且 
在 (0,7) 上 积分 ,得 到 


学 PRC de + yf MPM pdx + | de Mae - yf (otf Pae 


= | MOM gD) + dae (5.13) 
利用 空间 正 交 性 及 A} 与 PM 可 换 性 ,我 们 有 


J SEPM rea = 4 df pcg rae -Hf pas 
yf MPM og! adr = yf piada 
jac qdxr =- + Al gay dz 


(5.12) 


ama 
F EJU - ptdr + vf ~ pl) lar 
= fprde + | ptgtac~1 {p(y dr (5.14) 
用 gM 乘 (5.12) 的 两 边 并 在 (0,!) 上 积分 ,得 到 
FEN Par + yl gar = | Meaz -1f paz 


(5.15) 
+ OF + 


用 过 乘 (5.14) 并 与 (5.15) 相 加 ,并 记 pv) = | L202 - pv? + 
"ldz WA 


1 Seq") + yolq") = r(t) (5.16) 
其 中 
rie) =- | [PA gM - flat FPP My? 
-tp (gy jae (5.17) 
由 定理 5.1, Il p ll ‘Ser I p l<, 和 
lale S lplê[2l pl + plol? <J2r7p, 
类 似 有 


| Pele <V e lepeh < Êo + 610%" 
易 见 o( gM) gM 在 PMH} 中 的 等 价 范 , 且 当 


_1 
Ana SÈ 2V20,1 2 (5.18) 
有 


FL < pq) <1 + 20,07) MIT (5.19) 
下 面 逐 项 估计 (5.17); 
[Apar pl olf le 
<o L flo + i Ppl lakal h 
< AN + 2 flo +AT 
faide | gt + Py | lI + Wmo + pd od) ] 
[Aars dl el? [flo + Aart 


Ji 
COR Foyt ash Ni 
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HED = Paf- Pose = Yp ~ Paluu.) 代 人 | p’ (qd BAL 
| Ply SVB LFA Ut gH} 
Las SRA GLY? <a | gl? 


A 
Jo Paa KLA Ply + 2Vap_t~ach 
ti yeast +A page] tl gM Il? 
从 而 当 
plot + | Flot yo, + V3 phage 
ETETE E? + EN < Z (5.20) 
我 们 有 
oq") + Zol) Spy (5.21) 
其 中 
Ps =AL | flo + 37 22 
EONIA r Ueo, + ool) 
+l flo + 4217325 P 
注意 OM (T)=0,8 
g(a") <2y"o,, WreT (5.22) 


即 
| i 4y tp, 
这 表明 gME L~([ ,oo0)PNYHI) 有 一 致 有 界 . 
由 于 (5.12) 关 于 gx 是 线性 偏 微分 方程 ,可 利用 通常 方法 得 
到 唯一 性 ,再 由 通常 Galerkin 方法 得 到 当 N 满足 (5.20) 时 ， 
(5.12) 存 在 唯一 解 
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qı E L°( 1,2), QNH!) 
利用 
Jalali = fla + gs)(g ~ aie)dz (5-23) 
由 (5.12) 有 ay, t+ qin € LTT, ©), Qnl}), i gy ~ Laie © 
L™([T,0), QH), Aii(S.23)-- KAA Mi ,于 是 
Hae - Ya Ce Wi l< ln -|M 
这 表明 q OE QH! 中 关于 上 连续 . 
(5.18),(5.20) 成 立 的 一 个 充分 条 件 正 是 (5.11). 
定理 5.4 ”在 定理 5.3 间 样 条 件 下 ,对 任何 ELT, œ), 
q1( 思 ) 在 QuHl 空间 关于 p 在 PwH! 中 范 是 弱 Lipschitz 连续 的 ， 
证 明 设 gj(p;) 是 如 下 方程 的 两 个 解 : 
a + qi + 14; + ONC pss + CP) a) + Qnf 
q(T) =0 j=1,2 
记 A=g1- g2 Åp = pi pi, = Pir — Paz M 
fa + Arr + YA + Onl Aphis + Prdy, + (Ag + pn4)z]=0 


(5.24) 


(5.25) 
用 4 乘 (5.24) 且 在 (0,Z 上 积分 得 到 


df ,2 
df tart 2y|A?dz + 2 Alapi + poAp, dx 


+ IfA lAa + pA), dz =0 (5.26) 
有 如 下 佑 计 ， | 
[Alpis + Ph)dzs | duly |All Arlo | Pals] nfo! Alo 
<FlAlo te(|Asl3+ | Ay, >) 
类 似 有 


» O8 « 


4 ; 2 
Jaap rede Ela adal laD 


Y- 


[a(p24).dx < <a lali 
综合 上 述 各 式 有 


| 人 2 2 
Ajalga yolAla S cll Anlat | 4», 0) 


(5.27) 


其 中 m= -Lo 于 是 


LAC) ?Se ro! | A Cette D) (5.28) 
这 表明 gj(p) 在 HY 中 关于 p EPa PERE Lipschitz 连续 的 . 
注意 到 pCHT 且 是 一 致 有 界 集 ,而 | pl paq lp)E QH! 
AR H,H}CHY RAR IRN MA g (pE H! 中 关于 p 是 
弱 Lipschitz 连续 的 . 
记 M1 = grapb q,(p), Ml M, 是 H! 空间 关于 p 的 弱 Lipschitz 
连续 流 形 ,从 (5.28) 可 见 , Mi 由 户 唯 一 确定 . 
下 面 给 出 Mi 与 {5.2) 一 (5.3) 解 的 距离 佑 计 . 
定理 5.5 在 定理 5.3 同样 条 件 下 ,对 于 (5.2) 一 (5.3) 的 任何 
解 u(t), RE E 充分 大 和 六 满足 (5. 30), 有 
distr! (My, ai)) <ant (5.29) 
N max! 12897727703, 4 p}?, YE fly + 
421-37 of + yo, +e `P, +i 7o li (5.30) 
证 明 E A =9,(p)- al) HF g(t) = Quu(z) ,有 
di + Aer t YA + Qul pA, + pA — og.) =0 (5.31) 
FA 2A,, + 2pA FEULA(S. 31) AZE(O,/) LESER 


afea? ~ pA? )dx + 2y| (22 — pA?) dx 


+ 2) A,,qgedz + [A2p'dz + 2| pAqgsdz = 0 (5.32) 
. g . 


用 24 乘 以 (5.31) 在 (0,7) 上 积分 和 用 P (5.32) GAIN, i2 
8(4)= | (PA2-P pA? +A dr, A 


如 (4) +27p(A) = vile) (5.33) 
其 中 
ri(t) =- ?| (PAu, + I pAgg, + i? pA dz 
+ 2| AC pA, + pA — qq,)dx (5.34) 
UAH (5.34) PER qE HI, | Gerl olo, 
[Anaad =~ [Aytde - [Aqqnde 
于 是 
21| Anaad < Z| anlot pant 
其 中 p，=32Yy-112p4, 类 似 估 计 其 他 各 项 ,最 后 得 到 
Hala) + Fela) Spsl hel + pea (5.35) 


其 中 
ps = 23 p Anh + PO flat Po, + yo, +VII ph ans 
(5.36) 
p; = Y '[32 p] + 241" pf + 4] (5.37) 
4 N 满足 (5.30) 时 ,有 
p < e 
从 而 
d 7 -3⁄2 
gA) + 4 gp AVS DeAN+1 
于 是 


9p(A)J 委 op(A(T))e tom+d4pey AZRA- (5.38) 
注意 
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PA(T))< (1+ 02,137) ff CT) - g(T) II? 
= (142,257) q(T) I? 
<4(1 +¥20,137) ? 


取 上 充分 大 ,就 有 
PAKE p A 


于 是 | glp) - (2) <2 A) <16y pans? TER. 
$6 非 自治 系统 AIM 的 构造 


对 于 非 自治 系统 , 当 方 程 右 端 讽 数 是 时 间 * 的 周期 西数 或 概 
周期 函数 或 拟 周 期 函数 时 ,基于 所 谓 时 和 间 算 符 的 分 析 ,V.V. Chep- 
yzhov 和 M. 1. Vishik 深入 研究 了 描述 非 自 治 系统 的 双 参 数 族 算 
于 , 引 人 一 组 参数 将 非 自 治 系统 化 为 半 群 作用 于 过 程 和 半 群 复合 
体 导 出 一 致 吸引 子 .本 节 我 们 研究 非 自 治 系统 AM 的 构造 方法 ， 
不 涉及 吸引 子 是 否 存在 . 主要 技巧 采用 时 间 * 的 小 扰动 . 

我 们 研究 非 自治 NS 方程 ,主要 记号 和 估计 均 采 用 本 章 第 3、4 
节 的 相应 记号 和 有 关 结 果 . 

我 们 研究 二 维 Navier-stokes 方程 ， 


+ Au + Blusu) = f(z,1) {6.1) 
ulz,0) = uolar) (6.2) 


齐 次 Dirichlet 边 值 条 件 或 周期 边 值 条 件 . 假设 f WE FEL O, 
c0); H), BI sup,>o| f(t) | < fa. 

下 面 的 结果 是 已 知 的 : 

存在 常数 Mo, My, M 使 得 对 (6.1) 的 每 一 个 解 (2) ELE 
BE upy, fod REBT, ,使 得 当 T A 

[a Mp, ue) < Mi, | Au(t)| < M, (6.3) 
而 对 于 Bluu), 83 中 给 出 的 估计 成 立 , 此 外 还 有 
* 101 + 


| | 1 
(Bluso) wl Sc ll ull loll lel [1 + (h )] 


UU WEV (6.4) 
和 


az lu 
usou EV (6.5) 
对 于 p(+),g(z) 满 足 如 下 方程 : 


ÍË + Ap + PrB(p +14,p+9q)= Paf (6.6) 


[Bluso wl calu} Hoh i e N [1+ og E | ji 


da Ag+ QuB(p +g pta) = QN (6.7) 


1 
利用 $4 结果 ,如 果 FEDE ),z>0, 则 (6.1) 关 于 时 间 复 值 化 
FEW uo (1) RH, ERAF D(A), MH ER 
{Re z> K, lm zQv2A2K,| 3 ult) HX, AAA Cauchy 积分 公式 


得 到 
AIM: 


4 
etda < KAn 于 是 我 们 可 以 如 同 $3 那样 构造 


Pilip) = QANI- Bp, p)) 
HS M=graph(®,), F268 A 


disty(u(t),M,) < Kaa ple tAn (6.8) 
其 中 62-0. 
然而 ,如 果 f= flr) S| $2 | ORAS ANE OBE, BTL 
变 得 很 大 ,从 而 在 构造 AIM 时 ,不 能 再 含 去 .事实 上 ,我们 令 ult) 
= Daos F + 2 加， 其 中 [gif 为 4 的 特征 向 量 构成 的 刀 
j=1 
空间 的 基 ; | a; | 的 选取 使 得 a323 < 005 由 于 对 二 维 空间 a, 满 
EUTF: cG LNL ,这 就 推 得 对 所 有 o1>0， 
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i 
lert Ct) |? De < 00 (6.9) 


因此 w(t) 是 Gevrey 类 函数 , 令 f(r) = 24 + vAu + Bu, uw), il 
u(t) E6. HIR, BTL aE , 至少 有 FEL“(0,0;H) , 然 
而 对 于 t=2xl ,4 为 整数 ,有 
2 = 

[d -= 7 D Pia? (6.10) 
i | 

|Agl? = 5.5) ah} 
这 表明 | 92 |>1 Ag| ,类 似 可 得 | 又 | >| Cua | .两 此 ,我 们 不 
能 再 用 $3 中 的 方法 构造 AIM. 

我 们 采用 如 下 方法 ,首先 利用 $ 3 方法 构造 AIM AM(z) ,再 将 

: 按 一 定 标准 划分 为 小 区 间 ( ,i ,1) 对 每 个 区 间 端点 再 构造 
AIM Mu.( 这 时 与 三 无 关 ) ,然后 分 别 估计 当 tE (tasin g(2) 


“aM, RM, 与 Mf{z) 间 的 不 离 ,就 可 得 到 M{i) 对 解 ux(z) 的 逼近 
估计 . 


记 
B = [p € PrH;l pl <2M) 
B+ = |q € QW; lla ll 2M} 
设 
1) - ft) | <1, | 2, - |? (6.11) 
容易 证 明 p(z) 是 一 致 Lipschitz 连续 的 , 即 
FIERI CESARA (6.12) 


在 $3 我 们 曾 证 明 ,只 要 N 适当 大 ,存在 映射 #:B>QNV, 

使 得 

Ag (>) + QnB(p + Elp), p+ #(p)) = Qaf (6.13) 

由 于 f(2) 09 — Boe APE SEE /) ,因此 当 f= f(t) 时 对 任何 pe 

B, 对 (6.13) 也 仍然 存在 映射 FPO ,& S St HR RN 
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i #(p.Qnf) RREA: 
引 理 6.1 令 N 充分 大 使 得 


z 
Awet > max ari gual (6.14) 
则 存在 唯一 映射 BB OnV 满足 (6.13) ,而 且 
CERERA (6.15) 


其 中 
r= vle MLK + v'e BMI + vt flang 
r27 vleg Mi LE + yle 6M: 


b= (人 有 


假设 N 满足 (6.14) ,而 且 满 足 
(tom 十 2), (Ee) | (6.16) 


Y 


= max 


AN+1 


则 从 (6.13) 出 发 且 利 用 (6.16) 我 们 有 
推论 6.2 ”如 下 估计 成 立 : 
| As (Cp, Qnf) |< ay +2v7|OQnfl, yzpEB (6.17) 
其 中 
a1 = Bcoy MIAT LH? + degr Mya Or LW ANAL 
引 理 6.3 ”对 所 有 2, EB. CH, Al Sfo i =1,2, RN 
A 
il #(p1,Qnfi) — #°( bo, Qnf2) Il 
< albi- Pol tv ‘ANG | Qni- Qnf2| (6.18) 
HEP ay =u (Be MI LN? +8c,Mi LN). 
证 明 $ Ap= pi - prq # (0; Onfi) Ag = 491 T GAS 
= fi- fa WA 
AAg =QnAf — Qu(BCpi + 91 Ap) + B(pi + a1-Aq) 
+ B(Ap, p: + q2) + BlAg, pz + 92)) (6.19) 
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(6.19) 55 Ag 取 内 积 ,利用 (6.4),(6.5) 及 83 有 关 不 等 式 得 到 
v || Ag il? 4cMi LKI Apl ll Ag | + 4e Mia RA | Ag ||? 
+4cMiL l Ap] I Agil + 4cpMyan'? | Ag Il? 
+ Anti | QnA | Ag || 
再 利用 (6.16) 得 到 
l Ag ll < v8cM LIP + geM LXE)! Apl + 2v Ana QvAH 


WES ELBE SO ht, RATE AN Fy Ba He Be 
平衡 解 HC», Oxf). 
de + Aw + QNB(p + wm,p + w) = Qnf 


w(0) = go (6.20) 
其 中 p€B 固定 ;go€ B+. 
容易 证 明 (6.20) 的 解 存在 且 对 所 有 220 有 | prelpil< 
M3, 此 外 有 
引 理 6.4 如果 N 满足 (6.14)， (6.16) (6.21), pEB, 
| fl<feosgoE B+, 则 车 w(t) 是 (6.20) 的 解 ,对 所 有 20, Heit 
{6.22) 成 立 . 


An 1 = max] (ax 十 4ewMi Lg 十 er? (a; 十 2 
+1 二 一 
v 
(BaMa + ews" 
k 


ll w(t) —$(p, Qu Se ve! || do~ #(p, Oxf) Il? (6.22) 


(6.21) 


da + vAA + QnB( p + w,A) + QBI, p+#)=0 
(6.23) 
将 (6.23) 与 AA 取 内 积 ,得 到 
i2 
4d al + v| AA}? 
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< | (QB + w,A),AA)| + | CBCA, p),AA)| 
+ | (QB(A,#),AA)| 


K<e|ptolttproll2tAh2|Adsl2/ Adl 
+ 2e; VA I Marl al aial? a2 2 | ag ži AAI 
< (c1 Ma A $ + 2csM, LAM Mit 
+ ort lay + W! fo) ana) | AAI? 
利用 (6.21) 有 
SA? + vaya | Al? <0 


由 Gronwall 不 等 式 推出 结论 . 

回 到 f= f(2) 情 形 , 研 究 关于 :的 小 扰动 给 (6.20) 解 带 来 的 
误差 估计 . 

记 F=p(F), g= T) Ont =Onf( 7), FELT, 
co) ,考虑 始 值 问题 : 


da 5 Ag + QyB(u,u) = Qxf(t) 


qlt)=¢q (6.24) 
de ,Aw + QyB( F +w, P +w) = QNT 
al 7) = q (6.25) 


316.5 在 上 面 假设 条 件 下 ,如 下 估计 成 立 : 
lgl) - w(t) | <2v A (ela + Liz) 
Ft +r (6.26) 
其 中 a3=2MıcsLE + coMaL$. 
证 明 4 A=qgl)- alt) A 


da + vAA + QBlu, p- P +A) 


+ QnB(p- P +A, P +w) 
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= Qy(f(t) - F) 
ACF) =0 (6.27) 
将 (6.27) 与 AA RARE M(B (u, Vv),w) 估 计 并 利用 Young 不 
等 式 得 到 


2 n 
JHA, iaa]? 


2 dt 
Sy (2eMILR 4 chip p l? 
+ ON GG) - Fr 


-4 
2 


-4 
+ 《2c1A914 十 cioM3a yi) | AA |? 
利用 (6.21),(6.11),(6.12), 香 到 


ya À * 2 
HA + Wa: < 2v age + He?) 


由 Gronwall FERAM A E)= 0,051 aH. 

综合 上 述 引 理 , 最 后 我 们 得 到 

定理 6.6 Hf (2) WH (6.11), E supi | fU) S fo, 
(6.12) RIL, A h, N 选取 充分 大 使 得 (6,14), (6.16) (6.21) 
立 , 则 对 (6,1) 的 任何 解 u(t) = p(t) + gM ST. ,我 们 有 

Il aCe) ~ (p(t) ,Qnf(2)) | < asAney + doe "nal T.) 

(6.28) 

其 中 as=a,(it+(1t+e)'), a= i a(T.)-# (p(T, ), 
QT Il a=2 lA ph Cagload + 1) + azla ty acd. 

证 明 Rec = (aye) = T+ nt, 定义 序列 和 |}， 
Pat LONA dnt ps = pi), Oa = Qnf(te) d, = |l q(t,) 
-#(p,,OQnf,) | , 设 wn 是 如 下 问题 的 解 ， 


a + vAw, + QnBCp,, F Ons Pn + ain) = Qs 


a,(t,) = g(t,) te EEL tpa 
由 引 理 6.4, 得 到 
II ont) — P py Oxy) Ih << dpe hnn) (6.29) 
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然后 有 i 
dna 所 上 tars) — wltntt) | + | oC tases) 一 # pns Qufa) il 
+ ll EC pnr: Onfa) — E Pns Qufa) i 
#1 FE (6.26) (6.29), (6.18), (6.11) 41(6.12) ,得 到 
dns L dpe Awa? + age? (6.30) 
oc 的 选取 有 e wwrr=e lci ,从 递 推 式 (6.30) ,我 们 有 


ace 


ao 1 一 ena? 
A (6.26), (6.30) 4 d, 的 估计 ,我 们 可 以 得 到 在 Lt, tn IEE 
续 性 估计 , 当 1 宇 TT, 时 ,选取 nn ,使 nr 了 .志和 (nt+1)r+ 人 下 >， 
则 
Il g(t) — Fp, One) I< I g(t) = ontt) Il + || a, (2) — Cp, Qnfa) II 
2A (aA + ye’) 


+ dye” nl 


6 
ayr -a - - 
+ (= H + doe "Je Myer (tty) 
ie 


于 是 
| (2) (p(t), Quf (2)) Il 
< ll q(t) -E n Oxf) Il 
+ || #Cp,, Qu) — # (p(t), Onf(2)) Il 
<asands + doe “ni TH 
推论 6.7 在 定理 6.6 假 疫 条 件 下 ,(6.1) 的 解 u(t) AEAN 
下 流 形 M(z ) 的 一 个 邻 域 : ' 
M(t) = graph? (p,Qnf(t)) HEB 
特别 对 于 ZT., 
disty(u(2),.M(t)) 
< disty(u( Ts) ~ MCT.) )e walt? + asan'y 
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第 三 章 SB i 


在 非 线 任 发 展 方 穆 解 的 存在 性 研究 中 ,线性 Galerkin 方法 作 
为 一 种 和 逼近 工具 得 到 广泛 的 应 用 ,线性 Galerkin 方法 利用 空间 谱 
分 解 技术 ,将 方程 投影 到 有 限 维 线性 空间 ,借助 于 常 微分 方程 结 
果 , 关 于 时 间 的 一 致 性 估计 和 紧 致 性 方法 ,导出 解 的 一 个 和 逼近 结 
果 . 如 果 将 方程 投影 到 一 个 非 线 性 流 形 上 ,并 由 此 导出 新 的 通 近 结 
果 , 这 个 方法 就 称 为 非 线 性 Galerkin 方法 ,将 这 一 方法 与 有 限 差分 
方法 , 有 限 元 方法 结合 起 来 , 就 导致 出 Galerkin 有 限 差 分 法 ， 
Galerkin 有 限 元 方法 ,Euler Galerkin 方法 等 等 ， 

在 第 二 章 ,我 们 介绍 了 AIM 的 -- 些 构造 方法 ,但 是 一 方面 , 当 
IM 存在 时 ,所 构造 的 AIM 是 否 收 化 到 IM? 这 问题 并 没有 解决 ， 
另 一 方面 , 它 对 于 吸引 子 的 逼近 是 多 项 式 阶 的 ,只 有 在 满足 定理 
3.5 和 定理 4.1 的 条 件 下 ,利用 解 的 Gevrey 类 正则 性 才 可 能 得 到 
HAU a ie AS AIM, 对 于 -- 般 情况 能 和 否 构 造 出 指数 阶 道 近 的 
AIM? 这 两 个 问题 已 由 Debussche 和 Temam 于 1994 年 解决 ,本 
章 我 们 将 介绍 多 种 数值 逼近 模式 ,利用 非 线性 Galerkin 方法 构造 
AIM 方法 ,特别 介绍 Debussche-Temam( DT) #33 AIM 的 逼近 模 
式 .本 章 主要 参考 文献 为 [30],[77] 一 [89] 


$1 非 线性 Galerkin BRA 


在 Hilbert 空间 H 中 我 们 研究 下 面 的 非 线性 发 展 方程 : 
=E + vAu t R(u)=0 (1.1) 


其 中 
R(u) = Bou) + Cu -f (1.2) 
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这 里 ">0 是 粘性 参数 , 算 子 A 假设 同 第 二 章 , 百 和 VY=D(4z) 
中 范 数 分 别 记 为 | .| 和 | .| 上 ,他 第 二 章 所 设 ， A 的 特征 向 量 族 
{wj 构成 万 的 一 个 正 交 基 ; 相 应 特征 值 为 4;, 即 
Aw; = Ajw;, V; (1.3) 
0< AKA Ki Aj > o jt oo) 

Blu) =Blu,u) BRRARL:VxV>V C 是 线性 算 子 : V-> 
晶 ,fEH, 记 4 是 V 上 三 线性 型 ; 

b(u,v,w) = (Blu, vwy ys Vu,v,we V- 
B b(u,v, w MEB- $3 类 似 条 件 ， 

b(u,v,w) =- b(u,w.v) 
lb(u,v,w)l<elul lad? toll lwl? wll? 
Cul <cy ll u | (1.4) 


] Blu, o)| < calul? ilu l? Tull? | Avl? 
uC V, vē D(A) 

Blu, v) < elul? l Aul? Ivl u,v € D(A) 

(QA + C)u,u) >al ul? «E€D(A) (1.5) 
其 中 ec>0. 

给 定 初始 条 件 

u(0) = uo u€ H (1.6) 

非 线性 Galerkin 方法 就 是 利用 A 的 特征 函数 构成 的 五 的 基 ， 

对 每 个 整数 mx ,寻找 (1.1),(1.6) 的 如 下 形式 的 允 近 解 ; 


Um(t) = Dy Bim (1) ws un: RO Wp = span{ wis, Wnts 
j=l 


2m _ 
Lm l(t) = 5 him (1) Ws Zm: R — Wa = span! Wmr sts Wat / 
j=m+1 
(zm sm TALE: 


4 (uy ,0)+ VC (tim st) + (Cums U) + BC tm Hms u) 
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十 b( 2m tm) + BC tins Zin oD) = (fau), Yo € Wa 


(1.7) 

v(m T))+ (Cems T) + Gem stins T) = (Ff, T), VTE W,, 
(1.8) 
um(0) = Putto (1.9) 


利用 (1.5) 改 写 (1.8) 为 
Zm = GA + (Pom — PaO)" Pan — Pa Cf ~ Blun)) 
(1.10) 
这 样 (1.7), (1.8) 就 等 价 于 常 微分 方程 组 (1.10) 和 (1.11); 
Sim, vAum + Pn (Cu + Bity) 
+ Blzm, um) + BCays%m)) = Pf (1.11) 
定理 1.1 设 (1.2) 一 (1.5) 成 立 ,对 于 u€ H, (1.9), 
(1.11) 的 解 当 m 一 co 时 收 化 到 (1.1),(1.6) 的 解 (2): 
对 所 有 T>0,M l< p<, 17(0,T; VM L’O,T;H) 
中 un BME u É LCR HYP un Be OB u. 
证 明 在 (1,7)(1.8) 中 取 UE Ums U = 2, AME FR m, A 
用 (1.4) 有 


pA +y lla ll? + (Ce, u) + v |l zll? + (Cz, z) 


= (f,ut+z) (1.12) 
利用 (1.5) 有 
ddla talul? + Led?) 
2 dż 
<lfllut+zi<alyfllatell 
<ZA + ul? + dell) 
这 就 推出 : 


2 
Ele tellal? + Ped? <2Ll aas 


‘ill: 


2. 
| w(t) |? < | (0) | expl- Ait) + 0 — exp(— aA1t)), 


Vi20 
这 表明 当 motu, ELR; 三) 仍 是 有 界 集 , 返 回 (1.13) 对 
任何 工 >0 积分 到 (人 0,.7T) ,得 到 un Mz, 当天 一 oo 时 仍 是 工 2(0， 
TiV) PHAR. 


从 (1.8) 中 得 到 
v || z l|? + (Ce,2) =- b(u,u,z) + (f,z) 
我 们 得 到 
ailz*<1Ble)l leit Ifi zl 


< 
1 1 
Seglul? lull |Awl?lel+lfllet (1.144) 


利用 
| Aue |? SAE Maa ls Ml ay || AZ| te | 
| Azm | Aza Wein Uh len Il AÈ zn 
得 到 
chant | Zm | S Cg | tal i Zma + LF] | em] 
这 表明 
Grn +t | Sm |< Cdn | um | 


+ | fi (1.14b) 


得 到 当 m—> + off Fz, ELR, HA) PRRE. 
由 于 ASA, Sin 有 


ad2,,| so 用 co lem | tact Fl (1.15) 
结合 (1.13), 这 表明 对 任何 T>0,A2., 2, 当 因 一 +oo 时 , 仍 为 
L7(0,T;H) PARR. 
利用 (1.4), Bluo) ty<eylal? lullu? oll, 
Vu, vE VARRI | te | I tem Ils Lem] s AZo | zm | 的 一 致 性 信 
计 , 得 到 Blum), Bens ttm A Blu, Zm EÆ L200, T: VPA 
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dit 


界 ,而 Cum TE LAO, T; HYHA A, AA i tE T>0, -j 对 于 m 
一 + oE L7(0,T; VV) 中 有 内. 

利用 上 述 估计 ,我 们 有 

对 所 有 了 >0, 当 m+ oft, z, >00 L2(0, T; H) Pa 
化 ), 且 在 二 (0, T; V) P 2, 0( 3K), E L (R,, H) H 
zm 弱 * 收 和 伍 到 零 ,再 由 一 致 有 办 人性 个 计 得 到 :存在 一 个 收 敏 子 列 
Uys H m —> + oA: Y T>O. 

Uw we” te LIO, T; VAA TE L°(R,, HYPE x 


pami du :在 L20, T: Veh ABA, FR REIER 
BA: V T>0, 4 m —+ ok, 

uu" E L700, T: H) PKA. 
对 于 非 线性 项 , 令 vE Wp AS mm, WO. 

BC thy Um U) = Olup) 
Mbu, DE VX HR 的 双 钱 性 连续 映射 ,因此 ,5 (1..,v， 
da) 六 Yb(u” ,wu ) 在 上 1(0, 了 中 强 收 化 ,从 而 对 任何 工 >0, 当 
m'—~ + colt £100, TYP blun sun s VA bluu", 
v) FWA 

blom otn U) > b(0,u",v) = 0, m ++ 
blum Zm u) > b(n" 0,0) = 0, m ++ 


m 


在 {1.7) 中 取 极 限 , 有 
aout U) + v(Cu*.v)} + (Cu*,v) + blu”, u,v) = Cf,v) 
(1.16) 
Vue Wn, 成 立 , 又 由 连续 性 ,对 所 有 oE V 成 立 .对 于 wu.(0) 有 
Um (Ou * (OE H PUR, AA ww* (0) = wo, 这 表明 ww* 是 
(1.1),(1.6) AF AE u" =u FP A um KAA u. 
为 完成 定理 1.1 证 明 在 L0, TH) POR HE , 记 
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Zn =H | mT) -uT |? + bya u N? 


+ (Clin u), un u) +v |l ze ll? 

+ (CzmsZm){tdt (1.17) 
如 果 我 们 能 证 明 

lim Zn = 0 (1.18) 
则 利用 (1.5) 和 (1.17) 就 得 到 :在 工 2(0,T3 VV) 中 ws RAF u, 
而 对 任何 20, tim EH 中 强 收 合 到 多 .再 利用 ws ZEL°CR,,H) 
中 有 界 性 ,利用 Lebesgue 区 域 收敛 定理 ,得 到 对 任何 1 委 户 < co ， 
tte TELP(O, Ts H) PRE a (7)., 同 时 由 (1.17), 在 L2(0, T; 
VYP zn RAAF. 
现在 证 明 (1.17), 积 分 (1.12), 有 


Ff acm T+ iv Iun ht (Caleta) + vl za I? 
+ (Crm wm) idt 
= | CO + f run + zn)dt 
于 是 Z 可 以 改写 为 
Zn =- (um(T),u(T)) + F| un(0)| + Fl uC)? 


+ | {2vC(un )) + v|] u ll? -(Cu,u, - u) 


— (Cums) + {fun + 2m ide (1.19) 
(1.19) BEF uns tm 的 线性 表 式 , 令 mto, H 


Jim Z_=— 3 |u(T)|? + $l (0)? 


+f v |l a |2- (Cu,u) + Cf, u) ide 


利用 (1.16) ,用 uu Ru’, v Al 
lim Lm = 0 
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基于 非 线性 Galerkin 方法 ,我 们 进一步 可 以 证 明 

定理 1.2 在 定理 1.1 同样 假设 条 件 下 ,对 于 EV, 
(1.11),(1.9) 的 解 w。 当 六 一 co 时 在 以 下 意义 下 收 伍 到 {1.1)， 
(1.6) 0% u(t). 

um ur Æ L7(0,T;D(A)) Al LAO, T, VPRK, Ht 

BA T>0 MRE ISPL + of , un ru ELR, Vp 
# ká. (1.20) 

证 明 在 (1.7),(1.8) 中 分 别 令 v= Aun MU = Az, ,并 将 
aie 


1 
p 4 I| tim [2+ v| Aun |” + y| Az, |? 


= Cf, Aum + 2m) — (Cys Atm) — (Cem AZn) 
一 BC the s thm s Ati) — OC Zins ums Atl) — BC thins Zm, Aty) 
— blum, um s AZm ) (1.21) 
对 (1,21) 右 边 各 项 分 别 估计 有 


|F Alun + sa) |< (| Aum |? + [Aem |?) + £1 fl? 


3c? 
| (Cums Atin) |< B| Aum ? + = I un |? 
类 似 估 计 | ca ， 
|B sem 9 tim Aum) | | Attn |” +S} atm |? Il um || 4 
| BC ze» ims Atim) [< | At |? +| ze |? M zx, IN? Mh tee Hl? 


| BC tims m ,Aum) | S75 | Aten |” + 15 | Am |? 


c 2 
+ 2 tml l tem Hh? I pe tt? 


| BC thn s Um > Atm UEST 5 | Attn |? + 51 Aen |? 
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+ Blunl | un l$ 
综合 以 上 各 式 有 
d Il Us || 2 + y| Aunt + y | Az |? 


665 
SPIA A2 zn M? 


+ eglv) I ten WC + | un) I uim I? 


+ [eml Neml? btm | lenh) (1.22) 
利用 一 致 Gronwall 不 等 式 和 u,,, z,, SHEL? (R*, H) PHR 
性 ,就 得 到 

| mtt l cg Vel 
其 中 co(y) 与 m HK, KRM: 

ün E€ L° CR. V) 4 m 一 + ©, FF (1.23) 
返回 (1.22) ,又 得 到 
对 所 有 T>0, 4 motu, We, 在 L2(0,T;D(A)) 
中 有 界 (4.24) 
在 (1.8) 中 取 T = Az，, 可 以 推 得 
v| Azm] < ca ll zm Il + c3 i ttm |? N tem I | Atm}? + IFI 
从 而 
AZ, Il zm ll < ey ll zn ll + cAi f ml? us E+ LI 
这 就 推 得 
2m | < (ea | uml? | tem + LADD 
VA at 一 Co 
结合 (1.23) ,下 明 : 
4 m -> œ HY, E LCR, VO 中 =， BARBIE. (1.25) 
类 似 定理 1.1 推导 ,有 
对 所 有 人 > 0, 当 mm 一 + oo 时 ， 


dip 


dt 


€ L7(0,T;H) HAF 


(1.26) 
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类 似 定理 1.1, 当 加 一 +oo 时 ,对 所 有 了 >0, 有 
Um > “rte L240, T;D(A)) PH 
fe- 一 ui: 在 L~(R,,V) 中 弱 * a 


dium du a 
“dr > aE L-0, T:H) PRK% 


Zm > 0:6 LOT: DCA)) PRIA 
下 面 证 明 强 收敛 性 ， 


id Y, =} | ua T) -uT l|? + 中 Aun - Au |? 


(1.27) 


+ | Alm | ds ， 
若 能 证 明 
Jim yw =0 
就 推 得 定理 1.2 结论 . 
对 上 在 (0,T) 上 积分 (1.21) ,利用 它 ,”。 可 改写 为 


Yn =- (unl T) (TDD +E laD A+ A ugy l? 


tof (= 2 Aug Au + |Au |? )ds + Zn (1.28) 
其 中 

T 
Zm -| Cf ACu, + zm)) T (Cumo Atem) T (Cems Azm ) 


~ Blum s Ums Aim) 7 bl Em s Um s Aum ) ~ BC tims y Atty) 
— blumm Atm ids (1.29) 
从 (1.27) 推 得 


T 
lim |- (Cou (T) u(T))) = 24] (Aum, Au )ds 


=~ Nu(T) 1? -2f [Aul?gs 


利用 tm stm TEL7(O,T DCA) ) PEKA, E LO, T; V) PRK 
KURE L (O0O,T; VFER AS Z, BRRR. 
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T TO 
fo blun, uns Aum)ds 一 | o(u,u,Au)ds 
T T 
= ce — Uy uy, Au, ds +j b(t, ty — u,Au,, ds 


T 
+ [buru Alun — u)}ds (1.30) 
利用 {1.4) ,Helder 不 等 式 以 及 u EL”(0,T, V), E 


T 
I, blum — Usp Au dds 


< ef liim = u [ÈLA Cun = u) |È | Aum | ds 
< eff Um u jas) (flat — u) os) 
(mt) 
a m 
右边 各 项 有 界 ,于 是 mx 一 + co ,以 零 为 极限 ， 
对 {1.30) 右 边 第 二 项 ， 
cee —u,Au,, ds 


<f l tim — u |È A Cem 一 u) |? | Aum |ds 

<el [ham -ul ras) (| AC - las)’ 
x (F laun as)? 

当 m= +o ,也 以 零 为 极限 . 


对 (1.30) 右 边 第 3 项 ,注意 关于 un 是 线性 的 , 易 证 也 以 等 为 
极限 .于 是 


T T 
| bl tim» Un Aum)ds -| b(u,u,Au)ds 


类 似 处 理 Z。 的 其 余 各 项 ,于 是 有 
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T 
im Yn =~ 5 il w(T) I? + wo ll? = vf" | Au [as 


+ [paw ~ (Cu, Au) - 6(u,u,Au)}ds 


=0 (Ħu, Aui u" ,2 积分 (1.16)). 

注 1 由 非 线 性 Galerkin 方法 ,我 们 从 辅助 方程 出 发 ,就 可 以 
构造 出 近似 惯性 流 形 .例如 从 (1.8) 令 2m 为 co, 即 > = Qui , 则 
UPojg= (OA+C)-T-PoJCF-BPop)) 

特别 取 C=0 时 ,就 是 第 二 章 83 AY $(p). 

再 从 (1.32) 出 发 ,有 

(IT-Pa)g= GA + CVH - P,)(- BOP, + Qn?» Pop) 

~ BUP,@.Q,p) + f) 
E C=0,4 
pg = GA)" — PA)(f -Blp+ p,p) ~ Bp, @)) 

利用 与 第 二 章 § 3 构造 多 ( 坊 ) 林 | 同 的 技巧 ,可 以 证 明 graph( $( p)) 
是 一 个 近似 惯性 流 形 , 且 与 graph 上 (为 ) 有 相同 的 逼近 阶 数 . 


$2 Galerkin 有 限 差分 逼近 


本 节 我 们 给 出 逼近 非 线性 发 展 方程 的 一 种 数值 逼近 模式 ; 
Galerkin A Bi #2 4): 38 iE. 

我 们 用 V RARE LS, RAR 
(Cas ls thas Cas lelas 是 Sopolev 空 间 的 标准 逼近 ， 
ll + il eae Sobolev w 3%, | . P 是 离散 L? 范 数 ， ASRA } sh 
EX, 4 h0 时 趋 近 于 一 个 无 穷 维 空间 了 ,用 ci 表示 与 h 无 关 的 
常数 ,用 s; = 5,(8 ) 表 示 仅 与 hh 有 关 的 常数 , 且 当 有 >0 its (h) 
一 0, 设 V, 中 两 个 范 数 以 如 下 方式 联系 ; 

| al, Sey ll ey Wavsi(h) us ds < iuala, Va, € V, 

(2.1) 
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在 V, LA MURR ka, C) wR 
| ay (uns tn) |< cz ll wa ly ll om las Venom E Va (2.2) 
在 Vi 上 给 出 三 线性 形式 b,(",*,"), 满 足 
bolusons wn) =O Viupsvk E Vn (2.3) 


| by (uns WITS cyl unl? ll a ŽU va l | wen | Icea IŻ 
Vo uns Up, Wr E Ve (2.4) 
在 V, 上 一 个 双 线 性 连续 形式 d,(',") ,使 得 : 
| dy (uns wr) A call ur lla ll wl, Ytru © Ve (2.5) 
ay, (tty pty) + dy (uy s ten) 之 cs | uril? Wu, E Vy (2.6) 
然后 研究 始 值 问题 : 
寻找 函数 wi: 民 1 一 Vi ,使 得 


sw)st ay, (tty sy) + by C tihs ths Op) + dj, (wns Up) 


= (fis) Vu,€ V, (2.7) 
u,(0) = tor (2.8) 
其 中 uo E Vp EL? (R13 Va) 由 于 Va 有 根 维 ,由 (2.3), 间 
题 (2.7), (2.8) 有 唯一 解 
ua € LCR; Vy) (2.9) 
昌吉 :Ri 一 Vi 以 范 | a ARH AR. 
EE h, SHR h Wh, 时 的 空间 Vi CV, A Wi 表示 Vi, 在 
vV, 中 的 补 , 于 是 
Vi = Vi, Ð W, (2.10) 
Va 中 元 记 为 ,v6，…， Va PIEN ye Deo We PIWCH x» 
和 名，… 于 是 任何 uy E Vi, 可 唯一 表 为 
un = Yat Zh» Yh © Vis te E Wa (2.11a) 
yn 称 为 ww 的 大 波长 分 量 , zi 称 为 us DR. 
我 们 给 出 在 不 同 格式 下 (2.10) 的 三 种 重要 分 解 : 谱 离 散 化 情 
形 ,有 限 元 情形 和 有 限 差分 情形 . 谱 敲 获 情 形 类 似 于 非 线性 
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Galerkin 方法 ,有 限 元 情形 将 在 83 详细 给 出 ,本 节 仅 给 出 有 限 差 
分 情形 (2.10) 的 分 解 . 
假设 我 们 考虑 在 VY= 到 (0, 上 ) 中 一 个 连续 问题 的 有 限 差 分 
加 近 , 然 后 令 hA=LAN,NEN,V, 是 在 [jh,(j +1)h),j=0,1， 
“,2N -I 中 等 于 常数 而 在 [0,4) 和 [LL ALL) SPE ER 
函数 空间 ， 于 是 ， Va = Span] tw hst, wN- 2 人 其 中 won E Vi, 
HEL jh G+ DA) PEF 1 ,在 其 余 区 间 为 零 ， 


2N-2 


= Š u (jh ay, n> Wu, EV, 
{wy nl AH V, 的 自然 基 ， BL V, 标量 积 ， 
(Cuns vn), = i V nun V ponda 


L 
(Uns Urla = f upo dx 


其 中 Vi 为 前 向 有 限 差 分 算 子 : 
(Vip)(z) = iz +h) — gle) 


然后 令 h2=24 且 以 类 似 的 方法 定义 v, = Vans Wj, 2a A E H — 
个 基 (j =1,…,N ~2), 这 里 2=: hash, 的 选取 完全 是 任意 的 ， 我 
们 可 用 任何 其 他 正 整数 代替 比值 ho/ his hy, hy 的 选取 知 Von 
CV, ,然后 我 们 定义 : 
W, = span | Wp 93,4 5's IN 3h WoN-2,4 | 
任何 u, CV, 可 以 表示 为 
Un = i+ Zhe yw E Vag 


N-2 
% = Dp up (25h Jw, (2.11b) 
M 
= Do ((2i + DR) st za ((2N ~ 2A) way 2 
HT i Oe “,N-2, 
zi((2i + 1)h) = Hal (2i + 1)h) = un ({2i + 1h) — ulih) 
(2.12) 
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i=0 


和 
z,((2N —2)h) = u,((2N - 2)h) (2.13) 
显然 ,如 果 u, BO AY u CHAO, LE V, EMR y, 与 
u, 同 阶 ,而 x, 却 因 有 因子 h 而 更 小 些 ,这 也 就 导致 了 大 小 波长 . 
引 理 2.1 我 们 有 加 强 的 Cauchy-Schwarz 不 等 式 : 


[Ona Da KZ Mon Ha en an Won © Vans Wen © Wi 


(2.14) 
证 明 ”我 们 必须 证 明 
工 
| Yy Vazda SAIAS 
[|E viaaa (2.15) 


RAME- KA (2jh 247 + 1k ARO, LE (2.15) AT. 
我 们 先 对 ;=1,…,N 一 3 相应 区 间 上 证 明 . 则 
m1 x E [2jh,2G + Da) 
» -1 x € (2G + 1)k,2G + 2)h) 
0 xE [2jh, (27 + 1k) 
pı cf © [2h 4+1)h,2Gt+ Dh) 
0 xz E (2G + IA, (27 + 3)h) 
pa c € [27 4+3)h,2G7 + 2)A) 


y= 


于 是 
ELZ Oj + DA) E, Vn = 0, Vaz = 2 
在 [(2 +1)A,2G +1)A) 上 ,Vy = maT Yaz = -A 


因此 
2 人 了 十 二) 上 1 
| | V ao, V azada = 一 页 (ma 一 mi) pr 
2jh 
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Nie 


2(j+1) 1 paG) 
<li Voal ar) (fe 9p a) 


= im- mi) | pil (2.16) 
我 们 然后 考虑 终点 区 间 , 即 j=0 和 j=N -2,N-1, 91 -F 7 =0, 
zk41 二 0, 其 余 不 变 , 故 (2.16) 仍 然 正确 .对 于 [ 工 4h, —2h) #0 
[LL 一 2 ,上 一片) 我 们 一 起 考虑 ,而 注意 在 [L — 2h, L -h) kz 
0, 但 在 [LL 一 ,LL) 上 zn 二 人, 于 是 


L-A 1 
Í Vary V aade =~ mi p2 — pi) 


L-4h 


<E Flmp- p+ 9 + pp! 
/fi 2 \2 
TAIN aa Yr 有 

x 小， al | ‘ar? 


ie /2 4 
Cer 3 ;从 而 得 (2.14). 


引 理 2.2 对 于 W, 中 函数 , 强 离散 型 Poincare 不 等 式 成 立 . 
leale Ssh) lay llas Yen E Wassa(h) =h (2.17) 
证 明 址 《202 1 RELA FEL ih 265+ 1)4) 上 证 
明 类 似 不 等 式 , (j=0,…,N 一 1), 即 
2C+1)h +1Dh 2 
p xhdz S a(n) | View| dz (2.18) 
利用 引 理 2.1 相同 记号 ,对 于 j =0,-- ,及 -3,(2.18) 右 边 等 于 
到 仙 ,而 左边 积分 等 于 pth, Ae (2.18) 52 (有) =hAN2, FE 
(L-4h,L)P, 2} RAET hl p+ p), M | Vial 积分 等 于 
4 ((p1- pa)?+ Pit pI) ATR sz( 瑚 )= 大 就 得 (2.18). 
下 面 我 们 证 明 (2.1) 的 第 二 个 不 等 式 . 令 & = u jh), TE 
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Ne 
1 
IN 


(E44 7 与 y 


w 
Ul 
= 


z 

> 

wD 

il 
A orl 


A 


ae =! 


， 


21 & {因为 £ = êw- = 9) 


w 
ll 
= 


2 


ji 


En 
x 
= 


取 s,(h)=h/2, ABB (2.1 DHE ARER. 
引 理 2.3 下 面 等 式 成 立 : 
jo); = Lankans Hoy, NE = 2U yy ,Ys © Va = Va, 
(2.19) 
证 明 第 -个 等 式 显然 , 闪 为 1 1;, | le REL? 范 .对 第 二 
个 等 式 ,注意 到 在 [2 坟 ,2(j + VA) EV, SEM MV 
Elh, (27 + 1)h) 上 为 零 ,在 [(27 + 1)h,(2j + 2)h) 上 等 于 


mz mi 
“s ,因此 


| Vady | dz 


2j wy, 2h 2 
对 ;=0,…,N 一 2 求 和 就 得 (2.,19) 第 二 等 式 . 
注 : Vi 与 Vi 起 相同 的 作用 ,因此 (2.1) ~ (2.6) OV, EIE 
确 ,特别 (2.1) 的 第 二 式 ,结合 (2.18) 一 (2.19), 有 
H(A) ly, Ha Si La Vow E Va, = Vaa (2-20) 
其 中 (kh) = (24) AN2. 
基于 V, 的 分 解 (2.10) ,我 们 描述 时 间 离 散 化 方程 (2.7), 这 
里 可 以 给 出 四 种 逼近 模式 ,前 两 种 模式 线性 项 全 部 隐 式 而 非 线性 
项 部 分 或 全 部 显 式 给 出 ,第 三 种 模式 非 线性 项 显 式 给 出 ,而 线性 项 
. VA . 


l nm Y 2¢j+1)h 
pe Ta, Pax (m2 ~ miy i j+ 


对 于 大 波长 是 显 式 而 对 小 波长 隐 式 给 出 ,第 四 种 模式 与 前 面 不 同 
的 是 z 的 时 间 发 展 项 消失 ,如 了 司 非 线 件 Galerkin 方法 .下 面 我 们 
给 出 四 种 逼近 模式 ,但 仅 就 第 …- 种 模式 证 明 解 的 存在 性 和 遥 近 方 
式 的 稳定 性 . 

第 一 模式 ， 

将 (2.8) 初 值 Uy, 分解: 

Hon = Ya + zR yh © Vi, 28 © W, (2.21) 

然后 以 下 面 方式 递归 定义 AEV, EW: 

Si viz; CREM RUC V, M zg E Wy: 


FORT RI Da tah + ABS a) + Cott + 94), 


+ bh oo a) + RZY n) + AERA, 
= (FEI was Y YE Va, (2.22) 


Lagi- Area) + a, Cyt + ZZ 5) + dy yptt + zz ,) 
+ OC z= Fede, VP,EW, (2.23) 


Joh k= Ae Wate, Feat [MEP ae, 
(2.22)~ (2.23) Æ yi, 的 线性 方程 组 ,由 (2.6), 利 用 
Lax-Milgram 定理 得 到 解 的 存在 唯一 性 ， 
第 二 模式 ， 
将 (2.22) 中 b, RA e2 RH ott! AD 
Fo 一 R Yada + a, lg 4 zh Ys) + dpt! + za, 9,) 


+ bh Ra) + b, (2%, Ya) + bn (2k! 94) 
= GENY Y da E€ Va, i (2.22) 
其 中 对 每 个 n, (2.22) 一 (2.23) 解 的 存在 性 证 明 仍 由 Lax-Mil- 


gram 定理 推出 ,但 必须 在 证 明了 先 验 估计 后 才能 应 用 这 一 定理 . 
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第 三 模式 : 
当 yf 2f 已 知 后 ,用 如 下 等 式 定义 yp E Va A z7 EW: 
LCE = sp Sada an + AED) + OR + AE In) 


A 


+ by, Cx a +n) + bh sh ya) + bal"! Ya) 
= (ff ah (2.24) 
EEEE + eG) + doh + TSW) 


+ blo oh an) = Gees Ven] Wh (2.25) 


先 利 用 (2.6} 和 Lax-Milgram E Bi dA (2.25) RR z241, RA 
(2.24) FEAR IH yg i. 

第 四 模式 : 

对 (2.25) 中 由 于 A- zi 是 小 结构 项 的 发 展 , 它 是 迟缓 的 ， 
帮 可 丢弃 ,导致 类 似 非 线性 Galerkin 模式 . {2.25) 由 下 式 代替 ; 

a, (8 + zitl, 2.) + ds (si + egl, Za) + by (yf vhs Ea) 

= (fi, 2a) Vere Wa (2.26) 
H (2.6) #0 Lax-Milgram 定理 ,对 (2.26) 得 到 24t! 的 存在 性 ,然后 
再 从 (2.24) 中 确定 yh. 
对 所 有 模式 ,我 们 令 
uf = yit g E Va Na (2.27) 
WIA u? TÈ u, (nk YHE k> 时 的 一 个 近似 . 

我 们 利用 能 量 方 法 获得 yi Me 的 先 验 估计 (与 Mha 无 关 ) 
继而 得 到 关于 Mh 的 一 些 条 件 以 保证 逼近 方式 的 稳定 性 .为 简 
便 起 见 , 省 略 下 标 h, HURE- BRRR. AA 

2{a -b,a}= lal? - |b|? + la-6|? 
2(a — b,b) = jal- ibl- la-al? 
在 (2.22) 和 (2.23) 中 用 Daye’ | AREY, A ke! 代替 2 得 到 
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[yt |? _ | y* |? + | y+! _ yl? + 2ka(urt!, yr*ty 
+ 2kd Cu"! yt!) + kbl yt!) + 2h Cy, 2, yt) 
+ 2kb(2",y¥",y"*") = 2R( yey!) (2.28) 
| 22tl |? _ | 2” |? + lot wf? 4 2ka (ut! 21) 
+ 2kd (Cul ert!) + 2kb( y”, v", 2") 
= 2k( ,2"1!) (2.29) 
将 两 式 相 加 , 利用 (2.3) 和 (2.6), 有 
(Ty + at) al? + [en ]?) 
+ Iw- yi? [grt en /? 
+ 2ka (ut), yrtly + thd Cut"! yt) 
= 2k(f" ut!) _ 2kb Cu" y", yt? _ yt) 
~ 2kb(y", 2", yt! -— vy") bly, y", 2"! - 27) 
(2.30) 
利用 (2.1) 和 {2.6)， 
2ka( u”! , u") + kd (ut!, u'l) > 2kcs || u**! ||? 


», bet 
ARF" ut) S cyk han | + AL gm |?, 
5 


然后 利用 (2.4), (2.1) 的 第 二 个 不 等 式 , (2.4) (2.20) FH b 
项 ,有 


1 1 
2kb(u™ yy yS keal u” (F || a IL? ily? Il 


1 1 
x | yr} - y"|2 i y+! - y" |l 7 


.1 
2kca(si 51) Tlu” fy ll (yt! -y| 
byt yl aes Ba |? 
x | se il 
BP sp=si(h), 31= Fy(A). 


类 似 地 有 
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2k lo ye yt! yL y- yl? + 42H)? 
> yt lz? 


2k | bly, yz- aaile” ~ z" |7 + 2h202 (8, 5 1)! 


«ly FW? 
结合 这 些 不 等 式 ,我 们 得 到 
(ral2+ Lett] yl ty = 
tija 一 "|? + kes 村 ae 


L kezte l Fe 人 2 十 482c3(s F178 al? | yr |? 
+ 4k2c2 51) 21 5717 Il 2” Ih? 


+ 2k 03s) rity? | yh? (2.31) 
利用 (2.14) 且 记 3=1-A/ SH 
ly, te N= Won d+ ea le + 2€On 2a 
> ly, l+ lle} -20-) wll tall 


> d( lly, 12+ le, Ila) (2.32) 
x a 


EAN = lyn tal <2(l mala + | zn bi) 


从 (2.31) 得 到 
Qa eD- Cyr? + lal 4 Slt? 
tbat ot)? ked tl? + eet?) 
2 
< A pal Aarla DO + lw 1’) 


(2.33) 
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其 中 


A = kels 5 )7' + F) (2.34) 
我 们 现在 可 以 给 出 稳定 性 条 件 , 有 
引进 2.4 我 们 设 
k S2c1/c8 (2.35) 
A = 2ke3(9(s1(h) TR +20 5 (A))?) < cd 2M 
(2.36) 
其 中 
M = (1+ aessa?) + aR?) 
_ 4ct 
M = M +alle ce fey (2.37) 
c30 t A A 
则 对 每 个 n20, 
pa = (tl + lal M (2.38) 


证 明 用 归纳 法 证 明 , 当 ”=0 时 ,上 式 显 然 成 立 . 设 一 直到 
n 阶 (2.38) 成 立 ,我 们 对 nw +1 阶 进行 估计 .注意 到 归纳 假设 和 


(2.26) ~ (2.28) ,有 AMK 4053, 


ga [yt]? + | el + y 上 十 {] 2" 17) (2.39) 

从 {2.33) 推 得 
, ket 
EI- eta kes IN? + I D < EE plie 
(2.40) 
其 中 
Ifl = |f lira, EAN, 

由 (2.1), 有 


Nyt zt i? 


> yr el) + Ey + et) 
251 
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she (利用 (2.35)) 
2c] 
代 和 人 (2.40) 得 到 


Rc5 k 
a na ETLE Ii 
ci 
kes |! k kod \~ 
~ ll+t | et kilia — 5 ‘| pie (2.41) 
4cy si dci 


(2.41) 8 n= 二 1,2,…,n 也 成 立 ,于 是 令 n=1,2,…,n 然后 相 加 
得 到 


ke.) "! 
eug 1M) g Sigli (2.42) 
Ac} 
+1 Act 2 
grth x + S| fi (2.43) 
csd 
特别 ， 
y+ ott Pec yl l? Des Pl? + el) 
Act > 
十 一 | fli 
galt 


< tadaa) (LPI? e l 
C50 
=M 
引 理 证 毕 . 

为 研究 在 &->0,h 一 0 时 的 收敛 性 , (2.37), (2.38) 的 有 界 性 
将 因 ks, (h) 2 的 保持 有 界 性 而 发 挥 其 作用 ,条 件 (2.36) 需 要 A = 
ACh bh) LR EE h- E. RAH oh xf Mak 与 以 如 
下 方式 定义 的 阶梯 函数 联系 起 来 : 

ya: Rr Vis y(t) = yh, t © Lnk,n + 1k) 
ZR Was z(t) = ef, ¢ © [nk (nt 1)e) 
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Uni: Ry> Vi,» u(t) = y(t) + z(t) 


引 理 2.4 可 以 理解 为 : 
在 假设 (2.35) 一 (2.37) 下 ， 
lyn liner av. | a) + | Zh linr sr， J-i f < M (2.44) 
及 由 于 ks1(h) 习 保持 有 界 ， 
zi 名，26 k M h—0 时 在 L {R4; Vi,|*|;) 中 保持 有 
界 . (2.45) 
在 同根 设 条 件 下 可 以 进一步 估计 Yas Zhu, EE T>0,4 
NET<(N+1)k, 且 对 n=0,…,N 相 加 (2.40) 得 到 


Ea hesd DN + er 2) 
2 
+ | yl?e 
5 


Ti 
< (1+ dresa) Aat] + | 2817) + T plg- 


<m+ia Tet hie 
因此 在 假设 35 一 (2.37) 之 下 ， 
2 2 , 
| |err 11,) + [zn lior vu pM 


2 Te? (2.46) 


w= 2s Eh pit (R, Yl- | 


或 者 ,由 于 ks (h) -2 有 界 ,有 
Uh sYa zn MEE T>0, 4 k AAO 时 在 LIO, T: Vy, 
外 "上 中 保持 有 界 . 
由 于 


lilo ry tty <2 loony. Hel p Sort) 


(2.47) 
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m AO Ht, s (A)—0, Kit 
0, (4k-0,h>~O), VT >OD 


(2.48) 
BETTA | yf E k0, h0 AEP RHE (neo). 


|Z, Ions, let” 


$3 Galerkin 有 限 元 逼近 


本 节 我 们 研究 非 线性 发 展 方程 的 Galerkin A R70 TK. 


我 们 研究 如 下 问题 ; 
da + vAu + R(x) = 0 (3.1) 
其 中 
R(u) = Blu) + Cu -f (3.2) 


A,B(+),C 同 本 章 第 1 节 所 设 ,vA + C 满足 正 算 子 假设 (1.5) ,给 
定 初始 条 件 
u(0)} = uo (3.3) 
下 面 的 结果 是 已 知 的 : 
如 果 weE 互 , 则 (3.1),(3.3) 有 了 唯一 整体 解 xft): 
u EC(RiH)N LO, TV), YT>0 
如 果 up EVM ue C(R43VINLZ0,T;D(A)), Y T>0. 

如 同 第 2 节 那 样 ,我 们 考虑 V HART SM V,,(3.1)~ 
(3.3) 的 通常 的 Galerkin Bik EELNE u n: Ri > Vp, tE 
得 : 

和 (i) + 

= (f,u), Yor E Ve Yti>0 (3.4) 

(2,(0),u%,) = Cuor) Yu € Vp (3.5) 
其 中 

a(u,v) = v(Cu,v)), Yu, EV 
> 132 。 


我 们 给 定 VaV, i W, 是 Vs 在 Vi 中 的 补 , 于 是 
Va = Va O W; (3.6) 
B Vzx 是 W 相应 的 三 角 前 分 的 -… 个 子 分 割 ( 有 限 元 逼近 ), 当 取 极 
限 h 一 0 时 ,我 们 将 研究 三 族 空间 Vy, Va WwW, 且 加 强 条 件 ; 
UVa 在 V PR (3.7) 
Hi (3.6) HEA 
UV, 在 V 中 稠密 (3.8) 
如 同 第 2 节 ,我 们 需要 加 强 的 Schwarz 不 等 式 ; 
LEEA ES (1 一 8) Il Yk I | zh | , Von € Von s Zh € Wa 
(3.9) 
其 中 0<8<1 Sh HR. 
(al na) Ile, ll, Ven EW (3.10) 
BY h>O0 HM ,s,(h)-0. 
Kh=1/2m,mEN WAR 2 WIRE V,,V2, AW, 空 
间 , 则 (3.6) 一 (3.10) 成 立 ,而 且 有 
(Cm) =0, Vy E Va, EW, 
Lal S Azha lle, = Ahal Azren) Ve, E Wh 
固定 h, WZW FE: 
un (t) = y(t) + zalt) mlt) © Vans) E Wa, Vt >O 
(3.11) 
Doz 由 下 面 的 方程 确定 : 


d A 
Je aY a) + aly, 十 Zp ody) + Dl Inny n) 


+ by Zaya) + b( 24.9 a) 
+ (Cy, + Consy a) = CATP y Yh E Var 
(3.12) 
A A 
aly + wps Zh) bys Maz a) 
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+(Cytz=(f.2n)) Va EW (3.13) 
MORRERON Viv, & Var (3.14) 
对 每 个 1 ,可 将 (3.13) 改 写 为 x, 的 线性 方程 : 
a(x (t),z 4) =-aly(t). zp) 一 b(y, (2), aio, za) 


一 (Cya lt) za) + (fiza)> Y Zh E W, 
(3.13) 

利用 Lax-Milgram 定理 ,z(t) 司 以 表 为 y (MAK BH, BH 
人 (3.12), 这 样 (3.12),(3.14) 就 变 成 带 有 z, = zs (Yi) 的 具有 解 
uy, = ya 在 V4 空间 上 一 种 修 下 的 Galerkin 方法 ,从 而 也 就 变 为 常 
微分 方程 Cauchy 问题 .在 (0, 了 ) 上 解 yn (CATT zs (2)) 的 存在 
唯一 性 可 利用 相应 定理 解决 . 

我 们 在 有 限 元 空间 上 构造 (43.6) ,为 简单 起 见 仅 限于 某 些 简单 
的 有 限 元 . 

一 维 情形 : 

n=(0,1), V= HN),H= 12(n), h=2, NEN, Va A 
在 0 和 1 取 零 值 的 连续 分 段 线性 函数 空间 ， acy, 是 在 每 个 区 
lA. Gt DALE MRE BM, Vo CVa 是 [2 旋 ,2(07 +1)R]E 
线性 的 函数 空间 .j =0,…:N 一 1 

PRR p, >,: {Vz 中 在 第 2 坟 个 节点 为 1 而 在 其 余 2h (kA 
门 节点 为 零 的 函数 }.j 二 1,… N-1, AÈ Vahe E. 类似 地 
PBK gail Va 中 在 第 (2j + 1) 有 节点 为 1, 其 余 (2& + 1)h 
( 开 天 门 节点 为 零 的 函数 | ,j =0,…,N 一 1, 组 成 Wi 的 一 个 基 ( 图 
3.1), Vo, Al W, 的 基 的 并 组 成 Vi 的 - -个 非典 则 基 , 称 为 Vi 的 谱 
系 基 或 V, 的 诱导 基 . 性 质 (3.7) 涉 及 取 极 限 h>0(N 一 00), 证 明 
是 初等 的 .因此 我 们 必须 验证 (3.9) 和 (3.10). 


B alye) = ((y,z)) = | P) Eadar, aa 
单 计算 ) 
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3h 4h 5h 6h Th 8h 


图 3.1 giz4,j-2( 实 线 ) 和 ys, .,( 建 线 ) 的 图 形 


aly, »2z,) = 0, Vu, E€ Van, Vez, €E W, (3.15) 


因此 (3.9) 取 5=1 时 成 立 (在 谱 情 形 ), 在 高 维 空间 不 青 为 零 . 为 
验证 (3.15), 仅 须 计算 


1 ; ; 
[Pied (ade =0, Vik 


这 是 很 初等 的 计算 . 
最 后 我 们 验证 (3.10) ,在 空间 维 数 为 1 的 情形 ,由 于 W, 的 基 


Pp RRA TE LDA HCO) 中 x 正 交 , 因 此 ,如 果 


N-1 
z,(z) = 之 za((27 + 1h) gs (xz) 


骨 
N- 2G4DA 
lal? = fi z (x)| dz = 5 HaC C2 + DAE Í [ga (x) dr 
#=0 ` 
1 Nel suas 
bal? = fixo ae = Sis + DF | igar 
J= 2h 


因此 仅 须 对 ;证明 (3.10) ,我 们 有 有 
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2(7+1)k 
tal) dr = 


an 
AF+1h 


[gCz) Pde = 
ijn 


B s1(h) = 7 BABB (3. 10). 

二 维 情形 : 久 一 元 

OCR? RARE, VHA A), BE 0 的 一 个 可 容许 三 角 
ae ,和 加 细 三 角 齐 分 天 :将 每 个 了 TE 2 分 为 4 个 相似 三 角形 
(图 3.2), 自 然 , 这 里 4=22 可 用 d? 取代 . 

FAV, (V2, ATRE O Bk 的 连续 分 片 线性 函数 空间 ,这 些 
BREET TEH(TEH, LEBEN MERA =A r 
覆盖 的 2, LAS. 


2h 


3 
2 
h 


TE 4, 


TO, 


自然 有 
Va CV, C V = HAA) 


A, 


A 
Ay M, a 


B32 一 个 三 角形 TH? FEAR 


我 们 让 。 RREMBTCS 的 顶点 集 ,各 是 由 内 结 点 构成 


Me, 的 子 集 
é, = &, \Ca 1 IN) 


类 似 地 定义 :>， „En BR Wi: i WME V; ,MEÉ, 5 Wim M) = 
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1 而 Win(P)=0,VPCe,,PAM AR V, 的 典 则 基 , Vy 的 典 
则 基 类 似 邮 定义 . Wi 空间 由 gw © Vi 所 张 成 : laa © Vr MES, 
\ Eno ang M)=1 而 如 w(P)=0, YPE e PAM! MESAR 
构成 了 Wi 的 一 个 基 . V2, AW, 的 并 提供 了 Vi 的 一 个 不 同 于 结 
点 基 的 基 , 因 其 是 由 V2; 诱 导 而 成 的 , 称 其 为 谱系 基 , 有 了 时 我 们 可 
利用 诱导 基 的 表达 式 . 对 于 u, € Vi ,对 应 的 分 解 是 : 

u= ntz hE Var EW 
其 中 yaza 由 下 列 条 件 唯一 确定 : 

y,(M) = u, (M), YMEE,, 

z.(M)=0, WME Cop (3.16) 

z,(M)=u(M), YM EE \é, 
当 取 极限 h->0 时 ,我 们 研究 三 角 章 分 族 对 摊 , 反 ;, 且 假设 一 个 通 
常 性 条 件 ; 


SK, VT © (MS) (3.17) 
T 


其 中 
pr = diam(T) 
pr = Supidiam(S),S 是 包含 在 了 中 的 球 } 
这 个 条 件 等 价 于 ,对 每 一 个 9， 
loll- O< p< (3.17) 
这 表明 角度 不 者 于 零 . 
(3.7) 的 证 明 是 初 等 的 ,我 们 证 明 (3.9) 和 (3,10). 


令 


((y,z)) = |y(z) Vz(x)dz 


a 


TO, È LOWER (y, z) = |y(z)z(z)dz, RAE Ty ft 


一 个 三 角形 中 证 明 (3.9) 和 (3.10). 我 们 研究 图 3.2 中 的 三 角形 T 
E2, BAHS M, Mo, Ms 相关 的 重心 坐标 Alr), Alr), 
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Aa(a). 4 yE Von zE Wa ,我 们 写 为 y(A,) = yis (M;) = zi M 
ETE, 


1 1 
y= Liy + y3)ay 十 zi + ya)À2 + z + y2)à3 


= Liss — yay + $03 — y2)A2 + Fn +y) 
(HF 13 = 1- ài- Az} 
Vy= Fos - y) V+ $03 — ya} Vado 
在 每 个 子 三 角形 上 z 有 不 同 的 表达 式 . 
在 MMM, E, 
gz = &1A1 + z2Å2 t ZaNs 
Vz = (zy — 23) VA, + Cz- 23) VAs 
在 AM2M; 上， 
z = (x2 + z3)A, + z2Å2 + À3z3 
Fe = VÀ + (zs — 23) VÀ? 
在 A2MiM; E, | 
z = ZIAL + (zy + z3)A2 + Zaida 
Vz = (21-23) VAL + iV A2 
在 A;M,M> 上， 
z = zidy + Zariz + (z1 t+ 22)A3 
Vz =~ z VA Và 
这 里 已 利用 zx(4;) =0 HFK. i=1,2,3. 
引 理 3.1 由 于 (3.17), 有 


Vai . Vàzj 
Vail | Yà: 


EA 在 R? HER T 78 A, = (0,0), A2.= (6,0), Ag= 
(c,d), BAH 41,4,, 从 而 得 到 (3.18) ,注意 (3.18) 左 边 等 于 


cos AP AGA2/<1- 9 


<1-7 (3.18) 
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证 毕 . 
我 们 引 人 二 次 型 
ala) = | Vay |e? + | Vaal 703 
Kla) = ola) +2V ài" VAsalas, a = (ajaz) 
(3.18) ,有 
gala) S K(a) < (2 - ola) (3.19) 
直接 计算 得 到 


2 1 
fi Vyl“dr= HPs TK Cys -= y1 y3 ~ y2) 
T 


fi Vzl’dr= 二 measT| 天 (>， 一 23422 ~ 23) + K( 2,22 一 23) 
T 
+ K{(z1 — 23,21) + K(- zi, — z2)} 


|v» + Vzdr= 1 meas TR (O — M1093 — y2): Czy — 23,29 ~ z3)) 
T 


其 中 K BAK 相伴 的 对 称 双 线性 型 . 对 R 利用 Schwartz 不 等 
式 , 有 


L 
[P> vr] te 
T 


4 a 
(fivylas) Kla- 3,22- 25}? (3.20) 
T 
利用 (3.19) 的 第 一 ,二 个 不 等 式 ,得 到 
fi Vel|’dz >74 . meas T klz 一 23,22 一 24) 
T 


2 2 


(3.21) 
Sit (3.20), (3.21), # 


中 > Vede|< (1 - a) (1 ve) (fi Vel?dz) 


(3.22) 
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1 
2 


对 了 工 E 称 求 和 ,得 到 (3.9), 其 中 
1 
1-8= (1-4) (3.23) 
对 于 (3.10) 4% T RAPS E= AE LA z(A4;)=0,i=1， 
2,3, 就 可 得 到 
feaz SS ofi Vz|’dz 
T T (3.24) 
ferax < fi Velde 
a n 
从 而 
si(h) = cp, (3.25) 
RNA 
引 理 3.2 设 P=P(tT) 和 QQ= 人 Q(T) 是 定义 在 三 角形 TE 
R 上 两 个 有 限 维 函数 空间 ,又 设 P 和 Q 在 可 北 的 伪 射 映射 下 是 
ARE” BY, A 
P(T)D 2 
P(T)N Q(T) = {0} 
我 们 研究 满足 如 下 一 般 性 条 件 的 三 角形 族 T: 


SK, VT (3.26) 
T 

则 存在 常数 y;0<7y<1,7 仅 与 P MA 族 有 关 而 与 AK, 
加 强 的 Cauchy-Schwarz 不 等 式 成 立 : 


| [Vy Vedel<r( f | Vyl’de)?( {| Vzl’dz)? 


VyE€P(T),VrE Q(T), YT 
证 明 对 任意 三 角形 T, w 
y(T) = sup| Vy -Vaedr 


(3.27) 


* MEM A MMR FLA PORT) = PCT )eF 1 QCFT)=Q(T)°F7 
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其 中 上 确 界 是 对 满足 
vylian =1, [Veliqn = 1 
的 yEP(T),zEQ(T) 取 的 ,于 是 (3.27) 等 价 于 
y= supy( T) <1 
其 中 上 确 界 对 给 定 的 三 角形 族 工 取 . 由 于 这 个 族 未 必 紧 ,我 们 首 
先 仅 限于 紧 的 情形 .事实 上 如 果 F 是 等 路 的 或 者 是 可 逆 的 相似 扩 
大 ,我 们 有 7(FT)= y(T), 因 此 利用 (3.26) 易 验证 有 
y< F = (T) (3.28) 

其 中 9 是 pp SK 且 单 位 球 是 含 在 工 内 最 大 球 的 紧 的 三 角形 集合 . 
(特别 这 意味 着 o = 工 .) 

其 次 我 们 目的 在 于 证 明 上 确 界 了 对 某 些 T,yE PP(T),z€ 
Q(T) 能 够 达到 . 令 个 是 一 固定 基准 三 角形 .对 9 中 任意 了 , 令 F 
是 一 可 递 伪 射 喘 射 ; 


F(x) = Br+b 
eis Te, 则 
up sup p | B Ty }.B TVS |detB|då (3.29) 
其 中 上 确 界 是 对 TEI, Y =y F UE PCT), 2 =2°F [EC Q(T) 
取 的 , 且 满 足 : 


Nyyl?az = f IB-TY $| |det Bld2=1 
T î (3.30) 
[i Velaz = f 18-77 £ lide Blah = 1 
T A 
T 
HEF | Bll Alder B| 的 经 典 不 等 式 ,有 
IBI <Ë, 
ps 


因此 ,条 件 (3.30) 推 出 


| det B71 之 学 
Pr 
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| lv $12 s| mv | det Bo" | dz 


A 
了 


= 


2 
2; er 
Ps Pr 

ETREX, pr/p KARAHA FI VY lapl YZ lah 
的 界 : 


A OR 


这 就 推出 在 (3.29) 中 的 上 确 界 在 93x PIT) /如 的 
集 上 取 , 因 而 可 以 达到 . 等 价 地 说 ,我 们 已 得 到 ,对 某 TET, ye 
P(T),zE€ Q(T), 有 


= [vy V zdz (3.31) 
A 


下 面 我 们 证 明 0< 7 <1 AM 0<y<1). RARER, mE y= 
1,9 (3.31), 4 yEP(T), cE Q(T), 48 


jw， -Vedz = | Veli = | Vela = 1 (3-32) 


这 在 通常 的 Gauchy-Schwarz 不 等 式 中 是 等 式 情形 ,而 这 需要 
Vy = KVz, y-c= Kz 

WEE K cE 2. HF P(T)N Q(T) = 10} WA y=c 和 z=0， 
这 与 (3.32) 了 矛盾 , 引 理 3,2 RL. 

有 了 以 上 准备 ,我 们 可 以 证 明 本 节 主 要 定理 . 

定理 3.3” 设 方程 (3.1) 中 A,B,C §1 RA (3.6) ~ 
(3.10) 成 立 , ug H. M ASE A (3.12) ~ (3.14) OF u, = 
yt ze, HNA too REAM -确定 . 当 产 -0 时 ,za 在 如 下 意义 
下 收 仇 到 (3.1),(3,3) 的 解 u: 
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对 所 有 T>0, ur >u TEL7(0, T; V) PRKH, 

you FEL? CR a, HYPI «TE LPO, TH) Rk 
SHE L7(0,T; V) PIM, Y T>0 和 所 有 p:1< p<; 2,0 
E L7(0,T;H) PRA L0, T; V) Pa. | 

证 明 先 验 估计 ; 

在 (3.12) 中 取 Fa = y, 7603.13) PR Z= zw ,利用 假设 ,得 


到 
+ fly, | 站 + aly, + Zo Me?) + OC Yks TH Ya) 
+ (Cy + zry) = (fryn) (3.33) 
aC yn + zraza) t OCs e) + (Cly + ede) = ox) 
(3.34) 
两 式 相 加 ,有 
Ai |? + alunsun) + (Cursu) = (fru) (3.35) 
利用 关于 算 子 4 ,C 的 假设 ,有 
El tell el (3.36) 
利用 (3.9) 可 以 改进 (3.36) ,事实 上 ， 
ws = lly, W724 lle, 1? + nD 
= ll va | + | Th 12-21 — 8) IEA I I Zh | 
> Olly d2+ | x l?) (3.36) 
从 而 
Fial taal laD 6.37 
Ell? + dila Is 3.38) 
从 (3.38) 推 得 | (2) | RF RAR, T,= +eo ,又 得 到 ; 
4 h0 时 ,类 KEL (R, PHAR (3.39) 


返回 到 (3.36) 知 
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对 所 有 T>0,y,.2, (AT ur) A0  L?7(0,7T; VY) 


AAR (3.40) 
利用 (3.1 人 0) 知 : 
对 所 有 T>O,{s,(h) tz, 4 A> 0 时 是 L200, 了 T; 瑟 ) 中 有 界 
集 (3.41) 
RRR: 


从 (3.41) 和 (3.10) 及 紧 致 性 定理 推 得 : 

2,0 Æ L7(0,T;H) PRK RAO) MHA 个 >0, 当 
h>0 Bt, y, 2L°(0,T;H) P EROE E PRIA HED), FE 
uEL”(R .sHOOL720,T3V),VT>O,ATA mts teat: 

yrru: EL (R 43H) PS HE L’ O, TH) PR, 
L20, T: VPA; i 2,70, L O0, THP, L200, T; V) 
p. 

我 们 可 在 (3.12) 一 (3.14) 中 取 极 限 , 得 到 是 (3.1),{3.3) 
的 解 , 且 由 趴 一 性 得 到 对 序列 | y1, 1x1 的 收敛 性 . 
最 后 利用 本 章 81 同样 方法 ,考虑 
a= HaT) -a TD) 


+] lala —u,u,-u)+ (Clu, u) u,- wide 
AAA(3.35) AT BBY AO R, Z 0, AMA EH Py, TR 
SA ulT) u, L700, T; V) PR RA u. 
HRERL, PRATT AT ABG PR OE. . 
MFA 二 维 情 形 ,这 里 假设 三 角 剖 分 秘 满足 
SO, YT, Yh (3.42) 
T 
我 们 首先 推导 n ELOR 4 ;号 ) 中 的 先 验 估计 .由 (3.34), 有 
a (gn Ch ) + ( Cz , zp) 
二 一 aly, st) 一 OC Yn Da Ze) 一 (Cyn sn) + (f, zs) 
all zy 2 ll yn Il el rely| yl Ml x Il 
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+ coll yall el + LAL | eal 
< (vt c,|ye| + casih DY Il ye Il | ze II 
+ s(h)|f| | Th | 
上 式 已 利用 (3.10), 青 次 利用 (3.10) ,得 到 
sh) 
a 
+ eps (A)) Il wl + (ua) || (3.43) 
对 于 有 限 元 ,si(P)=eco Va LV RAH BASH. A t 
É ,利用 基准 元 和 和 (3.42) ,有 
lo, il eps l eal, Von € Va 
其 中 与 h 无 关 , 于 是 
EA cilit co lal + epg lfl (3.44) 
利用 “Gh OE L” O HP RARE: 
当天 一 0 时 ,zx KEL G H) 中 保持 有 界 (3.45) 
再 由 z, > 0( AO) FE L7(0, T; HP RAAE: 
z, >= 0 É L°(0,T3H) PRR. Vep.lap<~,VT>0 
(3.46a) 


| 六 | 所 (v + ey | | 


我 们 利用 u E V, 中 的 内 插 ru ,我 们 知道 
rau > u Æ LEO, T; V) 中 强 收敛 (h — 0) 
由 于 uru EL O0,T; VPEA, A 
jonidi 一 0 当 h 一 0 时 
分 解 rau 一 Th + Zh ,如 同 (3.36 ) ,有 
{Clan — Fal? + Wen ld SË lm — rine Pde 0 
6 Ih Ya! h h ES 0 h hi 


对 于 这 里 所 述 有 限 元 ,利用 u © L200. T; D(A)) CL? (0, T; 
于 (人 0)) 和 内 插 结果 我 们 看 到 
Za, > OF L200, 了 T; V) 中 强 收敛 
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Fa u FE L700, T; V) 中 强 收敛 
因此 有 
yy, > u Ale, +076 L7(0,73V) 中 强 收 伍 (3.46b) 
最 后 给 出 ; 当 h->0,y ELOT: A) PRR. Bi, 
只 需 证 明 


MEX r) — y(r) |*de (3.47) 


当 rott, EF h- RATE. 
固定 x ,积分 {3.12), 有 


Gtr) -AD T+ al] mls)ds, 5,) 
+ (cj ts)ds, 也 | 
+ (| BOG) + BO) als) 
TORTON UEA B 


= (| Rods, 3,) 
令 F, = natr) y a) At t 积分 ,有 


T á 
f PAE + r) = yt) | de <= Lh 


0 


[ia (| ae Csdds,9, (2 + r)- v(t) Jaz 


A) aaa) Ide) (FH aet- Ma) 


= cr? 
这 里 和 下 面 的 < 表示 与 > Mh 无 关 的 常数 . 


L= Fef Cant +r}- Ce) Ja 
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< | ns) las) ({"]oxCe +) ar) 
Scr 
,=| ff "BC y,(s))ds, y(t + r)~ 9 ae 


Ke in (EA I _y(s) ds) Hye +r) = aC) lde 


5] T+r 2 4 
er Hadeeth | y, (8) | ds) 


(小 Ily,(e+r)-y,(2) Il dż) 


1 
cr’ 
与 B 有关 的 其 余 两 项 ,Ts 类 似 估 计 . 最 后 ， 


I, = FE oasa +r)- v(t) )ar| 
< 二 (oa Flaat- |a 
<cr? 
RY 


NEXE +r) -yD dt S er? 
4 一 0 时 ,关于 大 一致 地 趋 于 零 


$4 DT 逼近 格式 和 AIM 的 构造 


基于 惯性 流 形 的 隐 式 积分 表 式 ,采用 时 间 离 散 和 积分 离散 化 
方式 ,Debussche 和 Temam 给 出 了 AIM 的 一 种 新 的 逼近 式 构造 方 
HTE) 用 这 种 方法 构造 的 AIM 具有 如 下 特点 : 当 方 程 的 谱 
间隔 条 件 满足 时 ,AIM KAA IM, 而 当 谱 间隙 条 件 不 满足 时 , 它 
指数 型 逼近 方程 的 吸引 子 ， 
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在 Banach 空间 8 中 我 们 研究 非 线性 发 展 方程 : 


— flu) =0 


u(0) = uo 
其 中 A 是 8 中 线性 稠 定 算 子 , f:E>F BC’ 类 非 线 性 函数 ,已 ， 
F,@4)% Banach 空间 , 且 有 到 CEFCA, 内 射 是 连续 的 ,空间 范 数 
Haale dele lele Eit /是 整体 Lipschitz 连续 的 , 且 
ee -fly)|s & Mlz -yle 
[flz)|F Ml + | zig) (4.2) 
我 们 假设 线性 方程 : 


fë t Au =0 
u(O) = xo 


ELT E Fok ERR EER (ec “) ,使 得 对 所 有 上 >0, 有 
e AFCE WHAT A 的 特征 投影 算 子 列 (P,)wewn 以 及 两 个 数 


(4.1) 


WO en 和 (A nen ;满足 
A, 2A, 29 Vn >0O (4.3a) 
An ©, 2 1-00 (4.3b) 
各 当 n -> oo 时 有 界 (4.3c) 


车 记 Q,=1~ Pa, WU: P,6, QE E E~“ ,0 作用 下 不 变 , 又 
(e^) so AKER PE 上 的 -- 个 群 (e 4),eR. 
这 些 投 影 算 子 在 下 列 意义 下 定义 了 (e - 鱼 ),20 的 一 个 指数 两 
择 性 ,中 存在 正 数 kika 和 与 n 无 关 的 a€ [0,1) ,使 得 : 
对 每 个 : 专 0， 
|e “Pp, Leas Skye tt 
(H,) 
Jeo“ P a | g) < Rage 
对 每 个 :>0， 
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[eiA lie, S hal Ze + AR Je Ag 


(H) 
| Ate “Q, PENS < k AS le Ad 


BBRA 1) XT E ERPS) ) co. 
eB BRACEM, REEE MA PEALE MI 
at: 
TH) = AO) + gly(s)))ds (4.4) 
在 函数 类 空间 A, 


fi = HPE- QEL SL ap tye SP 
(4.5) 
中 具有 不 动 点 世 , 即 


$y) = | Q) + yly(s)))ds (4.6) 
其 中 y 是 如 下 方程 的 解 ; 


d 
Faa gly)) =0 an 
yO) = yo 
这 时 M =graph(y(y)) 构 成 (4.1) 的 有 限 维 Cl 类 IM. 
EXA FER 
_ iy{y)|g 
leo = gp Tr Tole (4.8) 


则 务 ,, 是 一 完备 度量 空间 . 
我 们 采用 数值 逼近 (4.7) 且 同时 将 积分 (4.4) 离 散 化 ,再 以 选 
代 格 式 通 近 工 ,就 可 得 到 一 族 函 数 办 ,导出 AIM. 
首先 选择 时 间 步 长 r 和 整数 六 ,去 逼近 (4.7) 的 解 和 这 近 积 分 
(4.4) 如 下 : 
| = Ry, + SPf (ys + p) kR=0,",N-1 
(4.9) 
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再 考虑 (4.4) 的 右边 , 当 :El(-(&k+1)r, 一 kr] 时 ,y= ys) 
用 3=3(s) 代 替 , 其 中 3(s) 在 每 个 (一 {+1)r, 一 hr] 上 等 于 Vee 
而 y 由 (4.9) 定 义 ,我 们 希望 y 充分 接近 于 y( 一 kr).& ==0,…， 
N-1,M#E(- 0, -N] ER k= N ,这 样 就 得 到 T 的 一 种 逼近 
Th, 经 过 计算 (4.4) ,有 


TO = AMT = e D HQ fly + H) 


+ Ate MQ) fl yy + dyn) (4, 10) 
假设 R,,S, PREAH BE: 
| RP, [L(gyEe™ 
(H) | L(E) 


| SP, eR) Sahay | (eP -1) 
ky 与 n 无 关 a 


我 们 希望 (4.9) 与 (4.7) 一 致 ,对 任何 PEF, P yE PE, S 
y》 是 (4.7) 的 解 且 y= y( 一 kr), 然 后 我 们 假设 

(EL) pea EOR AR tA ta 

fh [els <ay(a, 271 + | ya | ppe E DOKA 
又 设 9 增长 不 太 快 , 即 

(H) [P| <A + [wl Ea, Yz € (~ %,0] 

其 中 Ks,Ks 与 N,r,n 无 关 ,alifh ,az(h 5 A, 有 关 而 与 N,r 
无 关 . 

对 于 耗 散发 展 方程 ,由 (4.1) 定 义 的 半 群 具有 吸引 子 oy, 而 如 
uoE d, M uE YER, ME u 在 相应 空间 一 致 有 界 且 通 常 


能 也 -一致 有 界 ,这 时 可 用 (HU) RECH): (H) RAE CH) 


CH)’ [renee SPf (ul — hr))+e, 
Ha) leleh WRN 
(Hs)’ HRZ Y:<0 
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其 中 y= Pu 是 以 上 (4.1) 的 解 在 P,E 上 投影 ,而 Y= y(- ar) 
二 Px( 一 kr), 这 里 有 ,fr 与 N,r 或 LA. 

有 了 以 上 两 种 逼近 ,就 可 以 构造 AIM FREI Ont ey. BRE 
BA (ces, DAEX fy: 

$9 = 0 
the = Talh) NO (4.11) 
TH (y0) = A TONS Cya + Ay) 

graph( #1) 由 第 二 章 知 是 一 个 AIM. 定义 My = graph( 办) 则 得 到 
一 个 AIM 族 Mu, 可 以 证 明 当 rv->0, 而 当 N->+ o H Nry>oo 
时 ,Mn 越 来 越 精确 地 逼近 吸引 子 ,而 且 只 要 谱 间 隙 条 件 满 足 ,就 
有 Ma 收 伍 到 惯性 流 形 . 为 证 明 结 论 的 前 半 部 分 . 我 们 有 

5124.1 设 (Hy) 成 立 : 

DYER, yoEPE, 由 (4.9) 定 义 (y,)i-0,.…N; 则 有 

| ya le < ekr A,r M (HbA ¢ [yolg +1) 

只 要 Al k Mi tE), et REN 成 立 . 

GH PE h E PAE, H1(4.9) 2 LAY yh peo, ¥0 = 
i =1,2,48 

| yi 一 y lex krata M +A . | yl B F | z 
+ Apr thet kiMi | yt — plal + [le) 

其 中 kg =kyM,max(1+2,14+ 6), 

WEAR 由 (Hs),(4.2) 和 (4.5) 推 期 : 

EA 
+ bsg? (es ~ (ML + b) (1 + ||) 

利用 


1+ kM (i + POA << e% M At ada 
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A 
[ynle Ke z 
由 这 递 推 不 等 式 得 到 ;: 
| l< < elt, tk M (1+5) ¢ | yo | et kyMy(1 + bJa!) 
CRE. 利用 同样 方法 , 记 y= yl — y, 
Yel 
+ kaMias (ew — 1)((1 + 2)| af 
+1 ¢'~ #t.(1+ ytle) 
BAG ARA ylk =0, 4, N AS 


| Meet | < etn thaM (14 2)48) | Yi le 


Le t kaAas M1 + b)le™ — 1) 
E 


| Yee] | ES ea 


+ th3M,a2 | ph _ g? (1+ | | Jeter bret, tk M ta) 
再 用 递归 公式 得 到 人 ii) . 
利用 同样 方法 ,有 
引 理 4.2 BCH; MAL, it PEF, 1,99 CPE, (ee) -0 N 是 
PLE PIEI, 814.9) 5X yy De 20. AFRE Fy ) -9 Ni 
Yar = Reve t SPA et GOT + en 
yo = Yg 
则 有 


k-1 
-y le < 2 tia) | ej lies k=0,--,N 
=0 


我 们 给 出 My 对 吸引 子 ,7 的 逼近 估计 . 假设 (4.1) 有 了 吸引 子 
of AST s EFT u (HY, (H) 成 立 . 由 于 问题 仅 涉及 长 时 间 
动态 ,我 们 假设 了 在 一 个 吸引 球 外 部 被 截断 ,从 而 f 有 界 且 整体 
Lipschitz 连续 . 记 
Mo = sup| f(u) | p (4.12) 


RATT HF, REA ,: 
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F, i= {gi:PE > QE; | bly) le <b, VE RPE, 
l(a) - gylle Slr- yle, Y x,y € PAE} (4.13) 
命题 4.3 设 (H,) 4 CH3) 成 立 , 则 存 在 两 个 常数 ClsC2 使 得 如 
go 


(N+1I)r<* x ‘AA, ec 


则 存在 1, by 使 得 对 所 有 bby. Th RO, BIS. 
证 明 令 yEFbi,yoEPE, 在 (- 0,0) EES Y: 
on =y MSE (-(kt+1)r,—krl,ek =0,--,N-1 
Hs) = yy MSE (--, - Nr] 
(4.14) 
FERC) ,=0,…,N 由 (4.9) 计 算 , 则 Thy) TSH 


THC y9) = | Aaso + p5(s)))ds 
~ | agt (Fls) + 多 (3(s)))ds 


+ AMEN MAD f(y + OC) 
由 (Hz) 和 (4,12)， 


| Til sy) le <P haMol ae + As) eA Sds 

< kzMo ( -人 dz 十 ijas 

< kaMol r- 1-a)+ I)a! Sh 
只 要 bbo k:Ma(rl-1—-a)+1)C ! (4.15) 

现在 取 ya, vi E PE, (yi), .ow 由 (4.9) 定 义 ,其 中 y= 
yo FALE WRA 巴 ,i=1,2, 则 利用 (Hop),(4.13) 和 (4.2), 有 
| Tilya- TRC v5) fp < koMi(l+ 2) 
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xP vey ( | J t as Jess F's) 7 Hs) | eds 


+ kM (l + DATE AND yh 一 VAR 
由 引 理 4.1(ii) 有 
l 5 
lyk- sile eUt M A) | yo 一 yole 


于 是 对 如 上 所 定义 的 s, A 


[ota = Fo Lp Sener 


yi- yille 
因此 ， 
| TRID- TRG) te SkM + OD 9b - ohl E 


xf" ( 1 -4 Ag Jee ARMED de 
AN+Dr\|s| 


+ kaMi(l + 1)| yh - Va | p Age AeA MDA NAD 


利用 (4.3) 和 (N+ DS RATA 


上 ] -elta RMD AD 
-(NtDr | s | 

只 1 
< iMan] s 
=e -CN+Dr | s 1? 


< ek s M,C, (t+ i 1 ees 
如 果 
(al La Defoe + hj +1) 
名 fa NY etme <il (4.16). 
3 nt 
则 有 


| TOO) — TOD) |p Sly yl 
我 们 选取 ca 和 ĉo 使 得 当 An2>c2 和 cy so 时 有 
1 


koM, (1 1 A De] ay Av! je < > 
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£,372 


然后 取 er=min( dogg” Mics 7) 1 1 = 603,30 
c3 = Zz sup (24) yM ay 十 1 


A (Lt c3 jeswee<s4, 从 而 (4.16) 成 立 ,命题 证 毕 ， 
上 述 结果 表明 如 果 以 如 下 方式 选取 序列 (rv)we4 


nS NIDE YN (4.17) 
Wty) we uC Fo. EP 6,0 由 命题 4.3 给 出 . 
现在 我 们 估计 My 与 吸引 子 间 的 距离 , 即 
wave max | $y) 一 z|E 
RNA 
命题 4.4 在 命题 4.3 同样 假设 和 (H4), (Hs)' 条 件 下 ,存在 


常数 c3,c4,cs 使 得 对 任何 YC anA 
max | Try) -zj Ag! max | ily) 一 zj 
+ cg AQP + ATA) 
+ cs (SS + Awl Jeane 


eyed 


证 明 设 gE Faas uo = vga t zo E A, HEC yg e0,- N EA 
(3. 9 构造 的 序列 ,了 E(- ce,0] 上 由 (3.14)? 定 义 的 函数 , 令 y= 
Pu,z=Q,u A y,=y(— kr), SY 


TRY(yo) = | AQ) + (G(s) )ds 
zy = | afa) + 2(s))ds 
因此 
| TWH) - zols<) [ARSO 
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+ f9(s))) — flyGs) + 2€s)) leds 
ALFA CH), (4.2), (4.12), (4.13) 得 到 
1 


C 
| TRY(3yo) 一 zo le & emf | ts ie + Aj, hy 
x (1 + Al v(s) - 56s) 1, 
+ | ply(s)) - z(s) |, ds 
“(N+i}r? 
+ 2Mokz| | f L + Atle4tds (4.18) 


由 (Hs) 了 


Yar = Reva + Saf yn + zl kr)) + en 
利用 引 理 4.2, 有 
ly, 一 y} ex SA eIl, M, EN 
x (lele+ |SP, C9; + z(- jr)) 
— fy) + $0y,))) |) 
< [e + MAK (en — 1) max oy) - zle] 


f a 
eft A, tk, M LOA) 


ett RM Oa) gy 


< | 一 一 一 区 
= LAL + RaMi(l + fas 


+ k3M,a%,' max ¢ly})—-2z le] 
yo rea 
X ett tR M O DA) 
IHE sE(- (k +1), — ke), (Hs) 给 出 : 
ly(s) - 9s)le < Py + 


Tf 
< cB, + 一 一 一 
Bs Se RMAT DE 


a Ye | 。 


十 EMiA®! max | fly) 一 将 [e [enrm aro 
wrr€ 
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将 上 式 代 人 (4.18) ,得 到 
| Tig(y0)— zo le S kM (1 + nf , ou + taste 


BP 
tail + DL TT ER Das 


0 
—& 


a-il — 
+ k3M,az max | gly) zle] 


x |’ | l pae je tM Dsds 
N+Dr\|s 1% ” 


+ RaMi(T(—- a -1) + DAY! max| dy) 一 zj 
ytre of 


(N+ De + AS A Ne) 
A, 


+ 2k2 Mo 

由 命题 4.3 的 证 明 , 有 
0 

kM + 站 | ( 1 + Ag je tmlitsgs <il 


-(N+Dr il s | 
因此 
| TREC ya) — zo| EE ca A By + A,B) r 


+ cad®! max | ply)— zl 
yl ce 


+ 2k Mo (CN +1)r) +. a) 十 An 


其 中 c3,c4 与 NN,r,n HH. HEE. 
如 果 ry 满足 (4.17) 和 AS. WA 


max | ya) — [p< cyt! u eet P $y(y) -ele 


A (N+1)r 


v=y+z€E 
+ cal AS, Ip, + AGB) ty 
4 A a r) A Ag e40 Dry 
利用 这 一 递 推 式 得 到 ; 
定理 4.5 (H), (H), (H) (H) 成 立 ,序列 (rw) 满 足 
cs EIN(N + DA Se, VN 
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MH — c6 成 立 , cl 是 命题 4.3 中 给 出 , 则 由 (4.11) 定 义 的 
($n) wes HERE 


ima, ) $09) = 2] p< (esa DS mayl Qu |z 


N-1 
+ eal AT’ + A7) Do (cah Yeni- 
j=0 


+ des At te cd 
如 果 1 之 ca, 其 中 c6 是 另 一 个 常数 . 
这 就 推出 从 My 到 of Beh BB iF: 


dgl, My) = sup ant u- w tE 


LIGAL max ‘Qu le 
N-i , 
+ ca AG's) + A;'B1) >) (caA Tiry ny 
j=0 


+ dcsA lss." (4.19) 

(4.19) 右 边 前 两 项 当 N--oontes FB. 因此 ,这 个 距离 递减 
地 收 敏 到 很 小 的 数 4csAs-Te A 从而, 如果 我 们 取 N 充分 
大 , 则 My 就 是 一 个 显 式 AIM ,其 遍 近 阶 数 为 8es AT eA 

注意 到 (4.19) 右 边 当 N 递增 时 递减 得 相当 惕 ,此 外 ,由 每 - - 
步 逐 个 选取 点 的 数量 的 增加 而 导出 的 结果 具有 人 为 性 ,缓慢 衰减 
的 项 是 

CATB + AGI) NT e348 ey ji 
774 

选取 办 /+1 = T% fn ,而 且 
- ce S (27 + Iei Sy 
则 这 项 变 为 
1 


a~l -i — 4 
crea AT Po + An Bi) Ne 2AT) 


从 而 递减 阶 数 以 N 为 指数 . 
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上 应 用 
研究 如 下 问题 : 
du u = u 
dz + A glu) (4.20) 
(«{0) = ty 
其 中 A 为 Hilbert 空间 H LEA ARREAST, a Ra 
A”',Be=H,F=D(A’),E=D(A?*’), gE C1: D(A") > 
D(A"), 720,¢€[0,1), iZ A 的 特征 值 0< ppp > + ©, 
R ky=h2=1,A, = pasts da, = ns WCHL), (H) Rae, 如 果 设 
(4.20) AA FER , MG A BRT BOTT. 满足 整体 Lip 条 件 
取 Euler i if H (4.9): 
PEI Ay = Pig(y, + 4) 
这 时 R, =F + cA, S, = — tI, WR 上 3 二 1,《H;) 成 立 .为 验证 
(Hs), 利 用 (4.2), 有 


dy 
di 


< (A, + MI(l + BAID y lary 
y 


at 


+ AM, (i +b) (4.21) 


y(t) = e “yy + [eA Pe y(s) + ply(s)))ds 


可 以 得 到 
| y(z) | a+ pS ert | yO) i ay + A® IMi(1 十 b) 


0 
+Mi(1+ b)as] elt) | y(s) | yds 
利用 Gronwall 不 等 式 后 代 人 (4.21) 得 到 
dy) 30a, + MICE + DDAC ol 
t laty 


aty 


+ az Mt + b) Je fA, tM, C46) )t 
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a,(a,) = 3a, + MiG + 6)A2) max(1,Mi (1 + 6) supay) 
ks=My(1+ b), 9 $4 (Hs); 
现在 推导 (Hi), 设 y 是 (4.20) 的 解 ,如 果 我 们 定义 yx = 
y(- kr), Sl 


SHEL AD, = Pag Yet OC 92) + e's 
其 中 
=} dy 
c= HE RO -PO w as 
因此 e= re}. 
利用 方程 


[65)- O 如 | < ACs) = a be) Leer 


+ | PiCaly(s) + gly(s))) -al yet OCOD) | ,sy 
由 于 pE (4.2 g Rr) A 


EA 一 HE kr) ay 


<A, + Mil+ DA) ys) yl ke) bay 


dy 
dz (8) | any 


< tOn + M + DADS, 


< ras + Mall + DA ) Cae + sag (Ag Je Chtt 
iP (A, = (An + MiG + LJAS) (4, ) kg = ks OE (Hy) RK 
立 .我们 还 可 以 证 明 (五 )', (Hs) ,于 是 利用 (4.11) 构 造 和 加) ,得 
到 一 族 AIM. 


第 四 章 AIM 的 收敛 性 


第 二 章 和 第 三 章 表明 ,不 同 耗 散 性 的 非 线性 发 展 方程 ,有 不 同 
的 构造 AIM 的 方法 ， 即使 对 同一 个 方程 ,也 可 以 有 几 种 构造 AIM 
的 不 局 的 方法 ,于 是 产生 两 个 问题 ;其 一 ,对 于 具有 IM 的 非 线性 
发 展 方程 ,用 哪 一 种 方法 构造 的 AIM EKAA IM 的 ? Hoe ae Ay 
正则 性 怎样 ? 其 二 ,如 果 研 究 的 方程 , IM 的 存在 性 未 知 , 则 AIM 
FEAR? 本 章 对 第 一 个 问题 给 出 两 种 不 同 的 构造 方法 下 AIM 
的 收 敏 性 ,其 中 一 个 利用 谱 间 了 本 条 件 , 另 - -个 则 利用 半 群 算 子 ; (1) 
的 强 收缩 性 及 锥 不 变性 . 本 章 主 要 参考 文献 见 [34],[87] 一 [96]. 


$1 DT 逼近 模式 下 AIM 的 收敛 性 


本 节 研 究 的 方程 ,假设 条 件 以 及 记号 均 与 第 三 章 §4 相同 . 
对 于 方程 ; 


du = 
ji + Au = flu) (1.1) 


u (0) = wl 

HE (4.2), (Hy) ~ (Hy) Bar, HES BC Has Fe] Bee RFR A IM 在 
在 ,我 们 证 明 当 N 一 ou 使 得 TNN-> oo 时 ,用 第 三 章 (4.11) 构 造 的 
AIM: graph( f tA IM. 先 有 

命题 1.1 设 (Hz),(Hs) 成 立 ,存在 常数 cq 使 得 如 果 A, -入 
Peal AS + AA) MIHE N AI c>0, TF KS, BRAS WAP 
压缩 ,压缩 常数 小 于 十， 

证 明 设 yE%,1, yoE PE， 由 第 三 章 (4.9) 构 造 ( yi) =0, 
… 和 由 (4.14) 构 造 了 ,由 第 三 章 趾 理 4.1 推 得 对 于 所 有 :<0， 
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A 1-2 
只 要 ca kx(1 + 6)M, (sup 4} ,有 
la(s) | EX en 8A, tk M, (Lt 6242) ( | yal x +1) 


又 
Thilo) = | AQS) + yl5(s)))ds 


利用 (Hb) ,第 三 章 (4.2) 和 (4,5) 推 得 
| Tilo |e < eM + BCA +1 yole) 


x |- 1 je + An Jel A EM 0ds 


+ fi. bo M,( 1+ (a zt AS jessas 
<k, Mı (1 + bT- a- 5 + 1) 
«(5 
A, — Aq — 3M,(1 + 8) A% 
+ AS") + |yolg) 


<All + | vol») 


AER ymax | by My (1+ p) AMAA FP) | (ral) +1). 


现在 取 yb, yE PE, (4.9) BIE (yi a -0,-.n» BK y0 = y0, 
T y 同 前 所 定义 ,; = 1,2; 由 第 三 章 直 理 4.1, 对 所 有 <0, BM 
有 
| |5! (s) -Pt yh- yls 
因此 从 (Hz) 和 (4.2),(4.5), 有 
1 Ti (yd) — Th (8) le 
<P lM, (PGs) + AGO) = GAS) + HOS) eds 

AS 

<k2My(1 + 1)| 90 -yle (- a- 1) +D Ta, koi? 
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<: | yd - yle 
REA ce>max( be AME), 

HT ER T 是 严格 压缩 的 . 我 们 取 p, PERI yE 
PE Wi FF Pk (yh e0, n MC =0, RP = "i 和 vy 
= gs AEM 5! A 57, WK yo= yh= yi SBE 4.1 推 得 

[5:5) — PCs) le S kyMy as | or ~ G2} oC 
+ {vol dis lenses tere? 
于 是 
| Ti" (yo) — Th? (y0) | e 
<P | Man's) + Hs) 
- FFAs) + PGD) ds 


< bx (二 十 Ase" + DI) ~ Fg 


+ |g- $2] 0(1 + [7 (s)]£))ds 
< kaMıl pi — pal olksMi(l + AZC + | vole) 


0 a 
x s/he + Ag | sea Esd 
a 
+Í ( 1 a + As esds 
-oo\|s| 


+A yo] ef (H+ hs ede he ds] 


其 中 ,我 们 已 应 用 定理 4.1(i)( 第 三 章 ) 于 y HARLRA 
| TREC yo) — Tid? (yo) | E 
<= 有 2ATICL + PAIL 一 pale 


x {ArT( e -1) +1) 
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Ada 
(An — Àn 一 60 
— Ân 
t UAn A, — kM, (1 + b) az) 


+ RsaMi(l +1) ay- ar-a —1)+1) 


(r(- a-1)+1)| 


<4a+ | yole) lgt- glao 
AR cg 是 与 n 无 关 的 适当 大 的 常数 . 
下 一 个 命题 给 出 Thy 与 $ 问 距 离 全 计 , 其 中 是 映射 的 不 
动 点 , PEF, 1. 
命题 1.2 在 定理 4.5( 第 三 章 ) ,命题 1.1 的 假设 条 件 下 ,又 
B). (Hs 成立, 存在 两 个 常数 cg,cio,c9 之 cs ,使 得 如 果 A, 一 
4 之 co(As + A) UMA PCA, AN, ce: 


[Tw -$s Flg- ble + (Ny r) 
其 中 
e(N,r) = cy((ar(a,) + ala, as E + a2(A, Aste AMF) 
证 明 由 命题 1.1 我 们 有 
[Ti #1 < Fly - Blot | TM 一 下。 

故 只 须 估计 | TRP- $| o 记 y 是 如 下 问题 的 解 : 

E + Ay = P fly + $(y)) 

y(0) = yo 


$ j= yl- kr), UR — PEE Cyr ano, wn AP P= 9, 
(Hs4) 和 引 理 4.2( 第 三 章 ) 其 中 6 =e, 
| > 一 nls Seta, MDD] e | 
Kalane? + | yol pjk t) (1.2) 
其 中 c= max( kg, k3 M (1+:)), EX y inbi, MA H), A 
(1.2), 对 任 们 se (- (k +1)r, - br], 
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ly(s)— 5s) le roa 1+ | yo! ple Hay tha) 


+ ra) + | vol isle ent) 《1.3) 
类 似 地 如 sE( — OO, -Nr], 


lyls)-7ls)le <ls+Nelagla, (1+ | yo | pje 4, tsa) 


+ ra(As)(1+ | yale) sleet (1.4) 
现在 我 们 有 , 
| TRAC y0) — $C y0) | > 


< JIAO) + #659) ~ FOl) + $y(5)) lp ds 


<iM(1+ OF Kip sat Ag eM | 5(s) 一 ys}! esds 
we +2)(1+ | vol g) 


x | alà, del” AS 


+ arlane (Is IEE + ATL s Ijem ds 


z+ As | A,r, es Sq 5 


一 Ar 
+ aalan) | [s + NrÌ (1 S ie + At Jel h Asas | 


Agr 
<= (1 + lyol e)ciof cz(h ee eT 
Agr 
+ ar) (A, — Àn — az)? 
An a . . r 
+ az( ha) (A, ~ A, kone) (A, a, ‘Ne 


<ew(1 + | yo] -)(a2(A,r + a (A, )A,;"r + alà) AZ Ar) 


(1.5) 
HE comaxl ks, 1, Ca, c4). 
c10 可 以 确切 地 计算 出 来 且 与 N,z 或 无关. 由 于 当 [>0 
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和 Nr->co 时 e(N,7)--0, RB: 

定理 1.3 在 命题 1.2 假设 条 件 下 ,由 (4.11)( 第 三 章 ) 定 义 的 
AIM fil aut we WAL. | oF RB $, ABR oy) we fh N 
ont , Ney >. 


1.4) 与 $ 间 距离 可 用 下 式 估计 ; 


1 N- 

(到 sa) ap O a0 
(1. 6) HOHE BA HY . 这 是 因为 其 一 ,如 同 第 三 章 §4 所 述 ， 
必须 利用 一 次 积分 而 且 一 步 步 地 取 分 点 的 数量 是 递增 的 ,同时 常 
Ha, AM aA D TAER, -M EMA a; 类 似 的 增长 (7 > 
0). 

2. 如 果 我 们 以 {HL 和 (Hs》 代替 (H4), (Hs), 可 以 得 到 对 任 
 YCF, E 

max | J Thy ( yo) 7 Piye 


Hai age 


< cena , max Pl yo) — Alyo) | E 


+ (AAG) + PAs?) + MAS ETNA) 
ORE diste My, A)K(1.6}. 
FARMERA EAE EF Cone WA C! 拓扑 收 敏 到 
$. 
我 们 引入 集合 : 
= [A: PE > APE QE) sp lA) largan < /| 
Hp pith FRB: 
14|。 = DP, |A(y) APE, QE) 
对 任何 pE A, .定义 映射 Ty:F FA TA): 


TA) (yom =| ADE) + OOD) 


+ Aly(s)} als) ds (1.7) 
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其 中 y 是 如 下 方程 的 解 : 
ja + Ay = P fly + p) 


(1.8) 
y{0) = Yo 
而 7 了 满足 
d 
fa + Ay = PDfly + yy) (y+ ACy)y) (1.9) 
9(0) = Ho 


可 以 证 明 在 定理 4.5( 第 三 章 ) 假 设 条 件 下 ,对 每 个 FEF, 1,7, ik 
A7ABRAS,AXF y 一 致 地 严 恪 压缩 ,因此 应 用 纤维 压缩 定理 
推出 YE Cl, 现在 仿 TL 定义 Ty 的 逼近 :对 于 所 有 NEW >O 
M PER, BEF 上 的 Ty, ,如 下 ， 

TN, pl A) (yo) no = A1(I- ey) 


x Die AQ DF EAD + ACy) nm) 


+ Ale NAQ DF( yw + $C 9n)) Cy + AC) ay) 
FEF Cede s0, AUCH ano... N FREES 
Mert = Rin + SPif ly, + ly,)) (1.10) 
heer = Rem + SPD + $m)) (nm + ACyp)m) (1.11) 
SDR ($y) ve AB (4.11) 988 XY AIM 族 , 即 


% =0 
` th. = Tahy N20 
直接 计算 ,有 
Diya = Thy 4, (Dén) 
现在 证 明 ,在 一 些 附加 条 件 下 , TS, ,在 适当 意义 下 靠近 于 Ty, 故 此 
Diy BEF Ded. 
i 首先 设 了 有 有 界 支 集 , 又 设 Yr>0.z>0,yEPE,zEQRE 
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|R le = | yle 
(Hg) fisi Lyle 
lytzleslyle 
最 后 我 们 希望 (1.10), (1.11) 在 如 下 意义 下 遥 近 (1.8),《1.9): 假 
如 (5) 在 (一 20,0] 上 以 如 下 方式 定义 :在 (一 (+ Dr， — kr]t 
y= alJ = pE- 00, — Nr] 上 了 = yE gw) M 
(H): 对 所 有 人 >0, 当 r->0 和 N>}, 5,7 Æl- T.0] 
上 对 于 PLE 中 任何 有 界 集中 的 yo. p — Bes MF (1.8), (1.9) 
的 解 y, 7. 
定理 1.4 假如 定理 1.3 HEH, (H) (Hy) 成 立 ,如 时 fA 
紧 支 集 且 Dr —BCES, MC by) new tu 0 和 Ney oft Eh 
C! the asl $. l 
证 明 由 定理 1.3 知 ,在 PLE 的 有 界 集 上 和 oy BAR $. 
A BRE POSS XRMR,R, 是 其 半径 , 任 取 yoE PnE 使 得 
| vol |: 之 Ry 
则 (He) 推 得 : 当 y 是 (4.7)( 第 三 章 ) 的 解 且 ( yi)4=0,…,n 如 前 所 定 
义 时 ,有 
lylo) le > Rp; Vs<0 
[zle > Ri, & = 01N 
现在 由 
ply0) = Qf Cy(s) + py(s)))as 


和 
N-1 ， 
Thilo) = AU - 4) De MO, (on + py)) 
k=0 


+ A-le MQ, Fyn + yyn)) 
推出 $(yo) =0, on (yo) =OC LAR 多 = $) ,因此 对 所 有 N, 
sopp 加 /C 昌 上 且 推 得 在 PE 上 办 , 一 致 收 敏 到 多 . 又 


Donat 一 D= Tae, (DN) = Ta (DE) 
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+ Tyg (D8) — T;(D#) (1.12) 
利用 定理 1. TAPARSA, n 可 以 得 到 
| TNs, (Diy) - Te Na DD < < E| Diy - D$ | o 
(1.13) 
对 所 有 Jos pE PE, B. | 70 | =1. in Je=0,-,n AC tee =0,--.N 
(PAER 0, FC a! Ye -0,--.w) 1.10), (1.11) 定 义 ,其 
F g= MA= De (4) ahb Y= fn, A = Diy), HCH DEX 


JAAN y, AN), MOE y, 7 是 (1.8), (1.9) 的 解 ,其 中 y=$ 
和 A=D$, 则 


Tyg, (D$)(yo0) mn — Ts( DEN yo) o 


= [MQ (DEG + bh) Ms) 


+ DAC H*(s)) AN G) — DFCy(s) 
+S) + D8(y(s))9(s)))ds (1.14) 
如 果 | yo| >R,, AMARE, A 


Ty(D#) (yo) = TH 4 (D#)(y0) = 
可 以 找到 常数 c5 使 得 (1 14) 被 积 函 数 为 下 式 所 控制 ; 
ú 1 + Ae =) I no ee AeA KM (+ DN)s 


因此 这 个 积分 关于 yo 和 p(l plp = 1) 是 一 一 致 收敛 的 . 对 任何 
>0, 存 在 与 yo, mm 无 关 的 了 使 得 


[LARDA + $s) Ps) 


+ DoF GDF - DF(y(s) + #(y(s)))Cy(s) 
+ Dé(y(s))a(s))) leds Se 
(1.14) 的 其 余部 分 分 成 五 与 万 的 和 : 


=|) ARENG) + WEDO 
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+ DEG GYT GY 

- DFG) + AGG) + DBC HS) GS) ds 
和 

ÍI, =| AQDI) + EGGE) + DACH(5))9Cs)) 

— DfFlyts) + lyts) s) + DBC y(s)) 96s) ds 
在 命题 1.1 的 证 明 中 已 证 存在 仅 与 Ain 有 关 的 常数 c6l 芽 ,nn) 
使 得 

| 有) - Wi lex cs(T,n)| $y -~ #|.(1+ | vol») 

Koi Tn) + Ry) fy - $l. (1-15) 
又 ,我 们 可 以 找到 一 个 与 m ,Ri 和 全 有 关 的 有 界 集 Br 使 得 对 所 
4s€(-T,0], 96s) F (HIE Br 中 , 则 对 任何 a>0, 我 们 定 
x 
M,(a) = SUP. | Df(x) — Dfly) Ia,F) 


M:a) = EA | D(x) — DéCy) leE) 
lx-yl pe 


则 如 果 选 取 a, 使 得 
| W(s) - xs) le + | $(a(s}) 一 (Ps) lean, 
YE[-T,0 oz 和 Ri， 
我 们 可 以 证 明 存 在 <c?( 工 ,2 ) 使 得 
l@(s) -下 ss 所 c3(T.n)(My(a,) + M2(an)) 
(1.16) 
对 所 有 sE[ 一 工 ,0],|yo|g 志 Ri Ml mols =1 成 立 . AE, 
(1.15),(1.16), 在 PE 上 Df 和 Br E D$ 的 一 致 连续 性 表明 了 
关于 yo, No AKARAT, HEP | yole R A |plg=1. 由 
(Hy) ,了 关于 间 样 的 yo, 加 也 一 致 收敛 到 零 . 
人 因此 TH g CDP) (v0) 107 Ti DB) yo) m 关于 yor Yo 一 致 收 
化 到 零 ( 当 | yo| 6 所 Ri 而 | ol =1), 而 如 | yo|g>R1, 它 也 是 零 ， 
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因而 
| Tia (Dn) 一 T,(D#)| 9, a N — co 


由 (1.12) 就 推 得 
| Dé - Dén| a +0 x No, 证 毕 . 


$2 强 收缩 性 和 锥 不 变性 


从 本 节 开 始 我 们 从 谱 间 隙 条 件 出 发 ,研究 半 群 S(:) 的 -一些 重 
要 性 质 ,然后 利用 这 些 性 质 从 另 一 途径 证 明 办 的 收敛 性 ,本 节 
给 出 谱 问 杯 条 件 下 S(z) 的 几 个 重要 性 质 . 

我 们 研究 第 二 章 中 讨论 的 方程 ， 


d 
{if on u) = (2.1) 


u(0) = uo 
其 中 RLw) 是 可 微 映射 :D(A)-D(A1-P) 0< P< AWE: 
{Te Oe MaC A lA y E D(A) 
IATER (ujul S M Au Di Aul eY 
(2.2) 
设 对 每 个 ugo© D(A), (2.1) 有 了 唯一 整体 解 u(t)= S(Ct}ug€ 
D(A), ¥ 120; BÉ D(A) SMR B(O, po), id M2 = 
teo TABERNERO, 将 (2.1) 变 为 
du t t Au+Flu)=f (2.3) 
HRB EŞ 1 同样 技巧 ,可 以 得 到 ; 
[AMR (a) S ky 
[ATF (Cu )ul< kzl Av] Yu,v € D(A) 
[AFCE (a1) — F(u2)) |< ka| A Cy — uy) 
uls uz € D(A) (2.4) 
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同 第 二 章 记 PP 是 到 线性 无 界 正 算 子 A HRN 个 特征 向 量 张 成 空 
间 上 正 交 投影 ,Q = 了 一 PP, 给 定 7Y>0, 记 Tw(7Y) 是 D(A)xD(A) 


空间 的 锥 : 
Po) = {aun € D(A) 
N [QA(u - u) |< y| PA (u — u2) | 
定理 2.1 设 wii,xa 是 (2.3) 的 两 个 解 , 且 | Au; | <M, 对 i 
=1,2 fl 1220, FEH, (L (MZED N 满足 : 
AKA > 2k2(1 + y7!) 
Aner — Aw > A+ WAR + (L+ x ARG) (2.6) 
则 下 面 两 个 结论 成 立 : 
(1)( 锥 不 变性 ) WEL ulto) ut EIN r ,对 某 个 to 
0, 则 对 所 有 tto Alul) ule) jE Tw(Y) 
(DORKA): MEL (2), a2) 1 Py ly) 02ST, 
WHA OSTA 
| QA(uilt) 一 u(t) |< | QA(u(0) 一 42(0)) | Ant? 
证 明 出 于 FE 互 ,我 们 用 Galerkin 逼近 法 证 明 . 记 u;,, E 
如 下 方程 的 解 : 


diti, a 


dt 

ui ulto) = Prui(0),i=1,2.n>N, 由 于 tin (to) Fe u; (to Mia 
近 , 故 有 当 nokt, | AC u;,, (ty) -u(t0)) | 0. 

AV, (2) = |AQ( ai, (t) -at IAP Cay G2) - 

voa(t)) |, RNS FUE uy. uzna 7k (2.7) ATA E, H 


如 果 Va) =0, 对 菜 个 ty RI MA AR 
令 
A = Q(t) — walt) ò = Phul) -aoD) 
A, = Quy, lt) — w2..(4)).8, = PCC G) — wo2,n(t)) 
由 (2.7) 
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(2.5) 


“ut + Aus, + PEC uin) = Pf (2.7) 


<0. 


då, 


n) ~ Fuz) =0 (2.8) 


dt 
其 中 R, = P,Q; 将 (2. 8) 与 A*4, 取 内 积 得 到 
id 2 2 
2 Je Ah |+ AA, |? 


< | (RAM CF ui. ,) - PCr) ANT.) | 
< 


ka | A(t, = uzn) laf 2 A324, | 


< k(l AA, |+ | Ad, [ya | A>2a, | 
HR Valen) = 0, 则 在 = 与 ,有 
2 drl AA, |? +1020, P< kall + YD] AA, A | 


) 
BE aa |2 
利用 (2.6) ,有 
(ity! 
ol Aa, [+ ayea(1 ~ URI )|Aal<o (2.9) 


Me MAUA. t= 2, 处 

F lAa, |? + [A349 |2 > kall + 7) AS, | | A‘, | 
从 而 有 

dr ABa |+ ay] Ad|- kall + y)Ak|AB,| (2.10) 

于 是 有 

(| A4, | 7] Aa, |) 

S [An = Aner + kal (1 + YAK + + yak] AA, | 
利用 (2.6) ,有 
dYa(tD) 


dé 
由 上 式 推 知 , 若 V (t9)<0, iY iSto, V,(4)<0, 


I3- 


给 定 >to, f(2.4) (2.7 ERE SS A 


sup | Aia D| S ca 
[gtr 


f | Aru. a O| de Kc 
to 
d 


I; dit 
其 中 co 仅 与 和 | Alto 有关, 由 紧 致 性 定理 推 得 存在 子 列 n 
一 co 使 得 : 
oe ui; 在 L2(0,r; DCA)Y) oh BS 
Hin ma E LO, r: DCA) 中 强 
Uin 7 ui: 在 L°(0,7:D¢(A'*)) 中 强 
un ui, 在 D(A) Hat Elnr] PARR. 
ela 69% OE — PE HE Ht ERRA AFI EC 
Hit | AQ( ulto) ualt) <y | APC uy (to) — w2(to)) |, 
于 是 对 所 有 n>N, 
| AA, to) | AACtg) |<< y | Ad(t9)| = ¥| Ad, (20) | 
因此 ,Y (to) 0 和 所 有 tot Sc. n> N, A V(t) 所 0, 特 别 对 
mN, MB Kir, H |44, (1)| ~ y| Ad, (2) | <0. 
由 于 | AA, (2) | DCA), El to. cI AR R 
们 有 


Aw (1) dt ey 


| AA(+)|<lim inf, »o | Aâ, (| 
< lim supp,- Y | Að, (2)| = y| A(z)! 

VitoSceScr 成 立 .上述 右边 的 极限 已 利用 Galerkin 解 在 L” (0, 
n D(A!) pieh, m hF Si n (2) 均 位 于 有 限 维 空 间 
PH , 故 收 伍 以 D(A ) 范 也 成 立 . 

为 证 (2), 仿 考虑 (2.7), 其 中 始 值 a;,, (0) = Pu (0) n> 
N, 由 于 | A40)| >y| A8(0)| ,于 是 对 充分 大 的 ,有 

-Ine 


| AA, (0)| > y| Ad, (0) | 
由 于 (2.7) 的 解 关于 上 连续 ,对 每 个 充分 大 的 ,存在 T,>0 使 得 
| AA, (t)| > yi AS), VOKST, E 
T, = sup| Ta: | AA, (t)| > yi Ad,(2)|, Yz € [0T] 
FEÆ(2.DELO, T, ) 中 成 立 ,利用 Gronwall 不 等 式 , 得 到 
JAA, Ce) [AAO eA? OKT, 
其 中 已 利用 条 件 (2.6). 
现在 我 们 断言 TST = lir inf,...T,. 假设 不 正确 , 即 T> 
TWEET 5 n 使 得 了 > T, , ARMA |44, D| <y 
|AS, (T) , 则 如 前 所 证 
| AA(T)|<lim inf o | 4n, (T)| 
< ylim sup| 48 (T)| = y| ASTD) 
AHUT) ATENO 矛盾 于 (2) 中 假设 . 由 这 推 得 
对 于 x 充分 大 ,我 们 有 
[AADIK AAO) le w2 O<tSTKT, 
取 下 极限 ,推出 
[AAH [< lim inf,... | AA, (2) 
< [AAO eA, VOLET 
注 1 MR FE DAT?) atm EWIE D(A’), M uE 
D(A? 8),Y 1>0; 从 而 不 必 通 过 Galerkin 逼近 而 直接 证 明 结 论 . 
注 2 MRRNS RE ree cy) = {Euis wo]; uy, u2 € 
D(AP ,| QA??? (uy = u2) | <7 | PyAP? (uy — ua) | | UTE Awa: 
-AND 3k Lt yty IA t AR) RIEF , BEAR E HE aR ge 
ERY. 
我 们 设 谱 间隙 条 件 (2.6) 成 立 , 对 (2.3) 存 在 惯性 流 形 y= 


graph(¢(p)),H $E Fotis; 051517 > 1 Xf uE 
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D(A), 引 入 集合 Zu): 
Ztu)= Plv € D(A), AQ(v - u) | 
= y|AP(v — u)|,#§ Qu = (Po); (2.11) 
由 定义 知 vey, Fe Tu) BRR u 的 一 个 子 集 在 P 投影 
下 的 像 . 
命题 2.2 hue D(A), |Aul <2M2, Qu Z$ (Pu), M E 
(xz) 同 构 于 PvD(4A) 的 一 个 单位 球面 SN", BUFR E— BT A 
(z，):SN-1 = 了 (az); 此 外 ,对 每 个 ui w2€E D(A), |Aui| <Ma, 
Qu; ~+$¢(Pu;),i =1,2 和 对 每 一 个 wi, wE SA 
| ACh (Cu, wi) — hluz w2))| 
< K,|ACw1 — w2)]+ Kal Alu- 42)! (2.12) 
Ep K,=2M2.y (7-1) t, Ka=iV2(y-1y'+1. 
证 明 eu EDCA), | Au | <2M32, Qu Æ$ (Pu), WBE 
Y wE SN ,存在 >>0 使 得 
[A (rw + Pu) - Qu) |= yr (2.13) 
事实 上 , 如果 (2.13) 不 正确 . 因为 QuX%S( Pu), A 
14(8Cra + Pu) - Qu)| > yr 
r=O WF, EX Me, RV¥r So EAH EH, W 
|A($(rw + Pu)- #(Pu))| + 1ACS(Pu)- Qu)| > yr, Vr eS 
0. 又 EK,1, 有 
Ir + (ACEC Pu) - Qu)|> yr, Yr>=0 (2.14) 
HAIA Pu) 一 Qu) | >O- Dr, BV r 20 RY, MSE . 
(已 利用 7>1) 这 证 明了 (2.13} 成 立 . 利用 $ 和 Qu, 有 
O< yr <b + M,< 2M, (2.15) 
于 是 
lA($(ryw, + Pu,)} 一 Qua) | = yrisk = 1,2 
从 而 
ylri-rl= |AC(#(riw) + Pui) 一 Qu.) | 
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~ |AC#(rzw2 + Pur) - Qua)| 
Se |A (Criw + Pui) - $È riw + Puz)) | 
+ |AQ(u, — u2) | 
SU ACriwi - rzw) | 
+ |AP(ur - wu2)|] + |AQCuy— uz) | 
< lr, | Alwi — w) l4 Lr ral 
+V21 |ACu, 一 ux)! 
于 是 
(y= Diri- ral &2My i| A(w - w) | 
+24, Alu; — uy) | (2.16) 
从 (2.13) 得 到 r= r(u, w), 从 (2.16) 得 到 7 Æu, w 的 连续 函 
数 , 且 是 唯一 的 . 
定义 
hlu, w) = Petriu,w) ow 
Yw E Sl, © D(A), |Aul< M: 
Qu + $(Pu) (2.17) 
W hlu, w) ERR, AT uu,h{tu,*) 有 一 连续 逆 , 这 是 由 
于 SN 1!1 紧 ,又 (2.15) 表 明 r(u,-) 有 正 的 下 确 界 ,因此 从 {2.13)， 
#(h(u,w))- Qu #0, Y wE SN 1, 因而 对 E Elu), 注意 Pu 
triu, ww Elu) (AM(2.13) 推 知 ). 由 g= Pu +r(u, w) rw, 
级 得 wT YE Sl), 
h 1'(w,*) 是 连续 孙 数 .由 (2.16), (2.17) 推 出 (2.12). 
注 1 在 命题 2.2 中 若 定义 
X(u)= Plu € D(A), | AP? Q(u - uv) | 
= y|A®? PCy — u)| f Qu = $(Po)} 
则 命题 结论 仍 正确 , 其 中 (2.12) 由 下 式 代替 : 
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| AP? (AC, wy) — Al ua, w))| 
K K| AP? Cw, — wr) | 4+ Ky) APP Cu — ua) | 
其 中 K =2Moy My —-2) 1084 | K= 1427-1) 1 +1. 
证 明 方 法 完全 类 似 . 
从 定理 2.1 和 关于 F(u HBH S(t) up KF wo 是 


Frechet 可 微 的 ， geo, =S (ra0) 存 在 , 且 S (t, ug) po= 


Ap{( 七 是 如 下 方程 的 解 : 


du yay + F (Slt)uo)p =0 


dé 
BAO) = po (2.18) 
于 是 由 定理 2.1 得 到 

推论 2.3 | QAn(0)| < y | PAO), WVt0, A 
| QAD [Sy | PAp(t)]. 

下 面 我 们 给 出 锥 不 变性 的 - -个 应 用 : 

命题 2.4 ”对 每 个 + 之 0, 存 在 函数 x(r,p):PH->QD(A)， 
使 得 M, 一 graph(x(r,*)) 

(Alyt pd- xlt po) |< YIA(pi — p2)| (2.19) 
¥Y pi,p2E PH,B x(0,p)= pn, po 满足 
sup | ADYo(P | a em,an <7 (2.20) 

证 明 我 们 以 如 下 方式 定义 映射 :对 每 个 ro>0,zoEG PH ,对 
某 个 p EPH, RMA po = PCS ra) pit gola). 我 们 用 如 
下 方法 证 明 p, 的 存在 性 ， 

& g(p) = -PS(r) (p+ bol p)) + pos W g: PH—>PH 连 
Beh, 24 p 充分 大 ,| Ap | > 2c*vornax{ | Apo! ,4pol 时 ,我 们 有 
方程 中 下 =0, 故 

(g(p),p)=- (P(S(ro)p),p) + (po,p) 
=— (ePi p e Ap) + (p, po) 
K-le Pep |? +] pil po IS- e] p]? + | pl | pol 
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因此 


n elp) pb) _ 
im, lpt ~*~ 


故 在 充分 大 的 球 边界 上 有 (g(p) , 力 )<0,. 从 而 在 妹 内 至 少 有 一 个 
零点 5E(Z1)=0, 即 po= PS(r9)( pi + polp1)). 

4 

Xtro, po) = QS cy) (py + po p10)) 
X REER, AER TOA -. EXE, METE p,p E 

P(S(r9)(p1 + Pol p1))) = P(S( co) (py + pol p2))) 

(2.21) 
则 令 u(t) =S(2)(p; + gol p;)). AVAL gy 假设 ,在 t=0 时 有 
| QA(wu1(0) - zz(0))| = | A(go(p1) - gop2))| 
< y| PA(b ~ p2)| 
= "| PACu(0) — u2(0))| 
由 锥 不 变性 得 到 Yt > 0, | QACu(t)-u(2))| < 
IPA) -nD | 条 在， 时 成 立 . 但 由 (2.21), 上 式 
RUA, # | QA(u, (29) - we (ro))| < <0, 这 表明 uiro) = 
zzt To)( 结 合 (2.21)). ATIE Y 0 A pi = ps, 由 逆向 唯一 性 得 知 
u1(t)=un(t) KM y 定义 立刻 得 到 (2.19). 

注 1 由 命 感 推 知 , 若 ul) OTER Pw(y) 中 , 则 对 = 
>0,4 p= PS(r) (py + Yolp1)) = PS(t)(p2+ $(p2)) BP y 
=graph(#(p)), p; = Pui; 

注 2 由 命题 证 明知 ,对 于 任何 函数 ， 只 要 在 相 空间 的 图 像 满 
足 (2.20), 命 题 2.4 仍 成 立 . 


$3 AIM Co Kore 


方程 (2.1) 正 交 投影 到 PH, QH 空间 ,我 们 得 到 
SÉ + Ap + PFU) + g(t)) =0 (3.1) 
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da + Ag + QF(p(z) + g(2)) = 0 (3.2) 


Hy Bie MEK f 包含 在 F 中 ,fEH. 对 于 IM 上 任何 解 ， 
我 们 有 

g(t) = ®(p(t)) (3.3) 
其 中 p,g 如 82 所 设 , 即 Puls) =p, Qult) = gj; 微分 (3.3) 并 利 
用 (3.1),(3.2) 有 


- A®(p) - QF(p + B(p))= da = pe d£ 


=- DE(Ap + PF(p + ®(p))) 
Bp 
A® - D®(Ap + PF(p + &(p))) + QF(p + ®(p)) = 0 
(3.4) 

其 中 suppSCB(0,4 09), po 为 (2.1) 在 也 (4) 空 间 吸 收 球 半 径 . 
在 某 种 意义 上 说 6 支 集 条 件 就 是 惠 的 一 种 边界 条 件 , 而 如 果 外 
是 (3.4) 的 解 , 则 x =graph{ 人 外) 就 是 (2.1) 的 不 变 流 形 . 

我 们 利用 构造 一 类 无 穷 维 阻尼 双 遇 组 的 解 来 逼近 (3,4) 的 解 ， 
FEA HK SA IME. 

PKLP) + Awe. p) 


— DW(r,p)(AP + PF(p + W(r,p))) (3.5) 
+ QF(p+ Wir,p)) =0 
W(0,p) = Wop) 

Wo( p ARR  C! 映射 :PFH-~QGD(A), 且 

sup | ADY p) Il xman S 7 (3.6) 
同时 有 supp Y CB (0,49) - 

Hh FSR AR ABSA AW 能 够 去 控制 梯度 项 DY , 故 给 
出 初始 值 的 C! 范 * 小 值 ?条 件 !3,6) ,以 防止 出 现 震 划 . 注意 更 是 
(3.5) 的 稳 态 解 , 只 要 V 满足 (3.6), 则 P Hbk p, Ri] 
用 特征 方法 证 明 (3.5) 有 了 唯一 丈 体 解 ,特别 需 要 谱 间 路 条 件 以 避免 
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由 时 间 发 展 而 引起 的 震 萝 . 更 确切 地 讲 , 我 们 将 证 明 对 (3.5), 利 
用 Hadamard 方法 构造 的 解 ,从 一 开始 就 充分 接近 IM, 并 进而 指 
数 地 逼近 于 IM. 

对 于 (3.5) 的 特征 方程 是 


dr _ 

a7! 

de = AP- PF(p +) (3.7) 
SÉ =- AG - QF(p +9) (3.8) 


HP r=r(t, pa) P= p(t, po), G= G(t, po), RARER: 
70, £0) =0;p(0, po) = po; PCO, po) = Gol po) 对 任何 po€ PH. 
在 求解 出 这 些 方程 后 ,我 们 用 隐 范 数 定 理 于 TCE, po) Al p(t, po) 
EPAYE Bi] t=it(r,po),po= polr, p) RAPO, py) =pl, 
Po)s bolts p)), BIE SE (3.5) AYA, WT te PAE Dy EREE 
(2.1) 的 轨道 S(t) up, uoE graph( 加); 另 一 方面 ,对 任何 形式 为 
u(t)=S(r)( po + gn(po)) 的 轨道 ,由 xX 定义 和 命题 2.3, y(r, 
Pu(r))= Qu(r), 因 此 ,只 要 (+,p) 由 特征 方法 如 上 所 定 文 , 则 
有 x(t,p)=g(t,p),V(r,p) 对 所 有 -20 有 定义 . 因此 要 证 
Xlr, 户 ) 是 (3.5) 的 古典 整体 解 就 等 价 于 要 证 函数 t= T(t, po),p 
= p(t, po) 的 可 逆 性 ,由 于 ti(r,po)==t, 故 为 达到 目的 ,只 须 研究 


AF popi PPO ey ar ite .为 此 ,研究 (3.7),(3.8) 的 线性 化 
方程: 


d 
Eo.p + Apop + PDF (u )( oop + oop) = 0 


d 
+ Asop + QDF(Cu)C pop + dop) = 0 (3.9) 


其 中 cop = PPO) (2, po) = ple, po) + FCE, Po) H p(t, 


Po) ,p(t ,po) 是 (3.7),(3.8) 的 解 ,等 价 地 ， u(t, po) 是 (2.1) 始 值 
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在 graph(w) 上 的 解 , 即 u (0, 0) = pot golpo). 

定理 3.1 Key HE (3.6), (3.5) Ah O(c, pp), RF 
rp 是 整体 的 , 且 它 关于 p 的 Freche 微分 满足 : 

HAD S(t. D) llaman Er Yro (3.10) 

证 明 LMM ARIE polt po) 关于 每 个 + 和 poE 
PH 是 可 逆 的 ,这 就 保证 了 pU, po AEAEE ,由 始 值 条 件 : 
DCO, po) = po, ATI pop (0, po) = PI, CE PH 上 恒 等 性 就 保证 了 
Y poEPH MOLT (po) (ET T po) >OA p(t, po) Ti 
性 . 反 证 plr, po WATE. ERT to >0, po © PH, MY 
Pop (tos Po) 是 奇异 的 ,从 而 存在 EC PH, EAC, HAF pop (tos Po) é 
=0. 4 p(t. po) = popli, po) Ealt, po) = copt: Po)é, nC, Po) 
= p(t, po) tolt, po) TER plt, po) 满 足 (2.18), 因 为 初始 条 件 
而 满足 (3.6) ,我 们 有 14oop(0)8 = | AD Pol po)é| <y | A€l = 
y |Apos(0)s$|, 由 推论 2.4 得 到 Ve SO, ,po)| 所 
y|Ap(t, po) | ,又 因 Pop to, fo E=0, FH ESE AE PEAS oito Pot 
=0, AM (to, pa) =O, HEIE- 2 (2) =0, VOSS to 
成 立 . 然而 0= py(0)= poy (0, po E= IEAM E70 FH. 这 表 
AA Poet, Po ARB RCV 1>0), FA p(t, po) TR, Mit g(r, p) 
整体 存在 且 可 微 . 此 外 由 于 x = 而 x 满足 (2.19) 这 就 推 得 
(3.10). 

下 面 我 们 证 明 yg(r,p) 的 收敛 性 . 

我 们 将 证 明 (3.5) 的 解 y 收 鳅 到 瑟 是 强 收缩 性 的 一 个 简单 结 
$. 

& p€ PH Air >0 给 定 ,由 引 理 2.3, 存 在 uo € graph( po), 
om € graph( E)E p = PS(r) uy, = PS(r) won, LYC p) = 
QS(r) ug, P(p) = QS (zr) tan PRP ER a Mm 分 别 表示 从 
graph p LE FPSB AIZE IM 上 的 解 . 由 于 (2.1) 的 解 u, = S(t) wv 
Al im = S(t) ug PEER yy) FOS), BER 2.1(2) 48 Fl 

| QA(u,(t) - un (t)) | <eAwn??| QA (uoa — Hom) | 
(3.11) 
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利用 dos ®-- KAR He, iv K; = MAX pe PH {| AWo(p)| 9 
[A®( po) 1}, WERF c= ,成立 
sup | ACH(7,p) -ECPI Ke Wr? 2g 


(3.12) 
利用 Yt © ty GE (AG r, 为 AIM), H (2.1) Ay FE 
u(t)=p(t)+q(t),A 

|ACg(t) ~ Vo( p(t))) | << Error (Yo) (3.13) 
其 中 Error( 9) <ayl,,r>0, TA 7 Hl 可 得 到 
|A( V(b) - SDIS Error( Wy) (3.14) 
对 一 切 使 得 p + $B(p) 在 吸引 于 上 的 p 成 立 . 事实 上 ,对 任意 
to 之 0 和 任何 pE PH, 由 引 理 2.3. 存 在 un= py + (po) 使 得 p= 
PS(to)uo, H u(t)=S(t}ug 在 吸引 : 子 上 ,因此 ， 
ACDC — Wel p(2)))| = | A(g(#) - Pol p(e)))| 
= Error( Wg) yt 0 
HP g(t) = QS(1) ug; TE t= tg it, HEHE (3.14). 注意 到 由 于 许 
多 必要 的 估计 对 IM 上 的 解 也 成 六 ,只 须 对 Wo 进行 特别 选择 ,对 
不 在 吸引 子 上 而 在 IM 上 的 解 , 估 汗 (3.14) 也 会 成 立 . 
利用 (3.14) 我 们 就 改进 了 (3.11). 
一 般 地 ,我 们 令 
sup | A(Wo(p) ~ &(p)?! 
= amex, ACDC) 一 Wal p)) | = Error( Wo) (3.15) 
定理 3.2 令 ro =1/aw, BEN 选取 得 使 (2.6) 和 (3.22) 均 被 
满足 , 则 对 于 nora +1)r9,2 =0,1,2,-° RNA 
Spl ACEC, p) ~ BP) | < Keb Error( Poje wa 
(3.16) 
其 中 Ks WRN 有 关 , Ks w<2 AM N->ooftf , K; y>] 
证 明 如 (3.11),(3.12) 那 样 ,通过 选择 Hoa s Uom ;使 得 
| 4{( 更 (ro,p) 一 ®(p)) |< i Algo, — qom ) |e Aneto? 
(3.17) 
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其 中 qoa = Quos Gom = Quom. 注意 到 
[A (qa — gom) EIA (Fol boa) 7 PC Po2)) | 

+ |A(B( poa) - Pl Pon) 

<Error( Fo) + y| A (Poa ~ Pom) | (3.18) 
其 中 poa = Pugs» Pom = Pom RAIS 6(t)=P(S(t)wuoa S(t) 
tom) = Pat) — Pm(t)- W Cro) =0 H SL) 


aos Aa + PLF(p, -更 (加 )) - Flim + OC Pn)? 


+ PLF (pa + Ga) ~ Fd, + O(h.))] = 0 
HEX, glt) -DlA = Ct, pG- Ole.) ABS 
- A28 BRA B, 利用 (2.4), (3.12) 以 及 © RE 
| A(®(p1) - ®(p2))|<y|A(fi- 51)|, 有 
dl ADG) P< Pee 


+ Ka(1 + y)| Ad| | Atf! 
+ 2K 7K ye Own! | A! | 
< (Ay + K2(1 + aR) | Aé |? 
+2K5K3Ahe4nt?|Ad| (3.19) 
我 们 可 设 | Ad(0)| #0, (否则 | AC aoe 0m) | S Error ( Fo), 
(3.16) 已 被 证 明 . ) 因 此 由 | Ap. (2) |, | Abm RF t 连续 性 
(第 2 HW), WEES Elas)! >0, 又 因为 | A8(z)| 关 于 
财 间 2 呈 指 数 增长 , 故 不 失 一 般 可 设 在 S< o 上 有 | Aa(z)|A 
0,7£(3.19) P RER | 46(z)| ,在 [0,ro) 上 应 用 Gronwall 不 等 式 
且 利用 | 43(zro)| =0 得 到 
| Ad(t)|<2K2Kah[ay + K2(1+ yan]! 
x (expl Anto) — exp Ant )) (3.20) 
其 中 Ay =An t Kx(1 + 7) ah sf (3.20) Ae BO Be 
以 及 关于 ro 的 选择 ,有 
| Ad(0)|<2K3K4ah! 


_ 工 
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其 中 Ky= 2K exp(1+ K2(1+ y)a%'). 因而 由 (3.18) 得 到 
|A (goa — dom) |< Error( Wy) + 2YK 3 KA ! 
从 而 改进 了 人知 计 {3.12) ,得 到 对 一 切 pe PH, 
|AC(W(r,p) ~ @(p))| 
< Error( Vo) + 2YK3K4Ah Je nr? yO [Ke ro 
重复 上 述 过 程 ,每 一 次 都 改进 一 次 (3.12) ,经 过 nk R1118 
| Algos - Gom) |< Error( Wo) 


2K3K 
+= ie Error Wo) to 


2yK,K 
+ (= K3 F) 2K; (3.21) 


选取 N 适当 大 使 得 
I <żŻ (3.22) 
Hon 的 任意 性 ,有 
[AC(¥(r,p) — DP) |< Ks, NEror( Wy ene? 


其 中 
1 4 
2yRiRs < 3 
ay? 
对 于 [ Tos 270]， [2z9,3z 1° 中 的 T 重复 上 上述 推理 ， 而 仅 需 取 
Vole) = (ro, p), Prop) =. 这 就 证 明了 定理 * 
推论 Æ N 满足 (2.6) 和 (3.22), 册 当 1 一 co 时 ,在 DCA) 中 
V(t, pRB @(p). 
证 明 由 定理 3.1 ,选取 r= i 14 1 + oo 时 ,有 noo, 
即 n>*00, 于 是 由 (3.16), 有 


Ks,n = 
1 — 
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ACPD -ODISE Eroto”? (3.23) 


注意 到 级 数 DI ($) erua, te 一 时 ( 即 >on), 
(3.23) 式 对 固定 的 NTS 


§4 AIM 的 C! 收敛 性 


本 节 我 们 研究 在 谱 间 阶 条 件 下 , (2.1) AIM 的 C 收敛 性 ,为 
得 到 所 需要 的 估计 ,我 们 必须 尘 找 一 个 固定 的 时 间 区 间 ,在 这 区 间 
上 解 的 轨道 估计 必须 与 N 无 关 . 了 到 ro=1. 
引 理 4.1 设 wos€Egraph((n- 1) T0), tom € graph( D), fË 
得 p = PS ( To) upa = PS (ty) wom, 其 中 Ta 7 1, ic ualt} = 
Slt)tigas mlt) = S(t) uo, RMA 
| A(ua(t) — tm(t)) |< Kg,ne er Dann? (4.1) 
对 于 所 有 O<t< ry, pC PH MA nl 成 立 . 其 中 常数 Ken 
SNAKE 
Kaw = (1+) (KER + 27K KS MR 2K see OPN) 
(4.2) 
证 明 注意 到 
qalt) = QS(t)uoa = Wn — 1)rot t,p.(t)) 
Qm(t) = QS(t) tom = Cp, Ct?) 
其 中 palt) = PS(t) toa» Pm, £) = PS(t) tom Hb, HT p = PS 
(ro) uga = PS( To) tom» M QS ro) toa = W (nto, p)#QS (49) 
tom = PUp) MOF OR tS ry, tas Um 不 在 锥 中 . 因此 利用 定理 
3.2 得 到 
[| A(ua(t) talt |S + DIALEC = 1)ro 
+t, pt)) — O(p,(t))]| 
L(Y! +1) {| ALEC - Ito + t, palt)) 


~ &(p,(2))]| 
+ |ACB(p,(2)) - Bp,, (2)))|} 
(7 + DD{KSNError( Wn - 1)29)) 
+ y|ACp.(2) ~ pyle} } (4.3) 
其 中 ,由 于 zo = 1, 我 们 必须 选 x = [an] 二 1; 注意 到 | A8(z)| = 
|A(pa(t) -~ po(i))| 已 在 定理 3.1 中 估计 . 又 由 (3.16), 有 
[A[w((n —1)ro +t, p(t)) — SB( pa(z))]| 
S K4 LError( W({n 一 I) ry) Je Aver? 
在 推导 (3.19) 时 利用 这 一 估计 ,从 而 (3.20) 变 为 
| AS (| KK AKSH Errori ¥((2 -1)r0)) 
X [àn + Ko(1 + y)A&] expl Anco) — exp( A )) (4.4) 
应 用 中 值 定 理 于 指数 项 ,我们 推 得 
|ACPalt) - Palt))| 


S K KE VAR, ett Kr Error( W (Cn ~ 1)r0)) 
又 
Error( 更 (人 (2 — 1)19)) << 2K 3e nD 
RAER, Hid 

Ksn = (1+ (KSA + 27K 54a, 2K gent Rl) 
推 得 (4.1), 其 中 x =[Ay] +1. 

由 定理 3.1 知 ,对 于 ualt) = S(t) ug = p (t) + 
Wn-Weott,p,(2)), CXF Puo, 的 微分 是 可 逆 的 , 即 任 给 
SE€ PH , pa = pa 0f 是 如 下 方程 的 解 : 

Spe + Ap, + PE’(u, (i) =0 (4.5) 
其 中 (0) =E, pult) = 9, (4) + DPn -1)rot+z,Pu, (1))-: 
Pale), F pa,op 对 所 有 :>0 ETMA. 
514.2 AFT o, op ER 
l Apiha (7) Hf APH,PH) S exp! (Ay + Kall + y)ag)e] 
(4.6) 
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证 明 将 (4.5) 与 - AZo, 取 内 积 ,我 们 利用 148| =1 和 
{2.4) ,得 到 


2 
ES AL K ay | Apa (2+ K a8 | Ap, tl Ap, | 


(4.7) 
WE ps Hl Apa S+ y) | Ae | (已 利用 定理 3.1) . 由 于 p0p 
WH | A&| = 1, 故 | Ao, | 闫 0, 不 等 式 (4.7) 两 边 同 除 以 |Aps|， 
应 用 Gronwall 不 等 式 于 rE€[s,t], 有 
| Apa(s) |< | Ag. (| ent KOAN) 
H s=0, | Ap (0) | =|AE1=1, 得 到 
i< | Apa op( E)E | ean Katte rays 

我 们 转向 AIM 的 C 收敛 性 . 

假设 F 是 连续 的 ， 

| AP FCF’ (uy) 一 F (luel Alu- uz) 1! Ape | 

(4.8) 

定理 4.3 N 充分 大 使 得 满足 (2.6),(3.22) 和 

(1+ y)Kyexpl- (Anat ~ àn — Kx + yak) S122 
(4.9) 
则 任 给 s >0, 存 在 T(e), 使 得 对 所 有 r 之 T(s), 有 
sup | A(DW(r,p) — DO(p)) |l apna Se 
其 中 KK, 是 与 N 无 关 的 常数 . 

WA 设 。>0 给 定 ,p EPH 是 任意 元 ,ro=1, 如 同 引 理 
4.1, n 21, ØE uo E graph Yllin -1)79)) H uom E 
graph(@), #49 p = PS( rq) uo = PS( te) tom Æ Wary, p) = 
QS( 29) vos BCP) = QS (ty) tons 其 中 to = 1. 令 Poa = Punas 
Pom = Puom ,我 们 有 

Jalta poa) = QS(t) ug = UCC 一 1)ro + £,PS(t) ug.) 

ga(t,pom) = QS(i) uo = OCPS(t)uon), Vt 20 
gs 对 pos 取 微分 ,gq 对 pom 取 微分 ,我 们 得 到 
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da opl) = DW({n — 1)ro +t, p(t) ) p00(t) 

Om opt) = DY ( pm lt) ) mop (1), Yoto 
此 外 ,对 EC PH ,ps = (oanp + Erop) Es pm = (pn.0p + &n,0p)€ 分 
MÆ S(t) ug= S(t) up, Ml S(t) ug = Slt) wo 的 (2.18) 的 解 . 注 
意 到 
[DW((n — 1)ro tt,p (1))— DOC pn (7)) lp ,ong 
三 (go,0p(t) 一 Om ptt) dE + DOC py (t)) Com op Ct) 一 Pa opt) )E 
因此 , 当 t= ro 时 ,注意 到 p, 99: PHPH , Wi o, op: PH>QH, A 

| A(D¥( neg, p) - DOCp))paoplro)El 
(+ A (20) - pn (t9)) | (4.10) 
下 面 转向 估计 | AC alzo) fn (t0)) |. 从 方程 出 发 ,有 
Au 人 zt) = e Mr (0) = fe MAF( 84) woa(s)) p(s)ds 
(4.11) 
Um 代 &a ,得 y(t), FEB Ap = po ~ pm, W 
Au(t)= eA Au (0) 
= fre PALF (us) 05) - F'(un(s)) pals) ]ds 


- [fe PALF unl) (pals) = Han 8)) Id 


其 中 u(t) = S(t) aoa, um (2) =S(t) ug, 利用 (2.18) 可 以 得 到 
在 [0, to] 上 ,存在 常数 My, fH | Ap |< M3. 又 pop(0) =P, 
pm,op 0) = P, i poor(O) =P + DW((n -1) ro p (0)), 
Hmop(0)= P + DO (Pn (0)), 故 Av (0) E QH, 我 们 利用 
| Afe“ || yp, 所 Ket ,因此 利用 (4.8) 和 (2.4) 推 得 

| Ady (2) | era] AAp(O)| 


+ t SP Alu ls) 一 um(s))| ds 
o (t-s) 
t KK 

+f G 2 «yp Al ma(s) — ttm (s))| ds 
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利用 (4.1) 和 Gronwall 不 等 式 , 有 
| Ady (ro) |< Kye ar | AAp(O) | + Ko ye Avera 
(4.12) 
其 中 Kon = KrKeL1MsKsg.n(1- 8) 1,Ks,n 由 (4.2) 给 出 . 
在 关于 天 -一致 连续 条 件 下 也 林 得 到 (4.12). 下面 估 计 
|AAu(0)|. 有 

| A Cpa lO) — 2, (0))| 
= |A(D®(n —1)z9, pa(0)) - D®( p,,(0)))é| 
<[ || ACD¥((n -1)r0, pal0)) — D&C p,(0))) || aaron) 

+ || ACDS p,(0)) — D&( p,,(0))) Il armam] Agl (4.13) 
为 得 到 算 子 范 估计 ,我 们 对 所 有 EC PH ,使 得 | Apa op (ro) é| = 1 
的 & 取 上 确 界 . 注意 到 po,0p 的 可 逆 人 性 , 故 所 有 这 样 的 单位 长 度 的 
向 量 可 以 得 到 . 利用 引 理 4.2,(4.6), 有 

- | AE} <exp(ay + Ka(1 + 7) aR) 
对 这 样 选取 的 &,(4.10) 变 为 
[A(DE(nro, p) 一 DE{(p)) ooa TE] 
< (1+ Y) Kone ann? 
+ (1+ Y) Kye Pret yl DA, 
x [ || ACDWC(n - Dro, 2. (0)) - D@(p,(0))) || area 
+ || A(D&(p,(0)) — D&(p,,(0))) Ul apna] (4.14) 
Al FAA PRR (EAD K: 仅 与 K, Kipro 有关, 我 们 可 选取 N 使 
得 
(14 ¥) Kye Se hv K GEPA) <t (4.15) 
由 引 理 4.1, 对 所 有 p PH, AM zr{ 即 zwro) 充 分 大 ， 
| AP( uga - uom)| 可 以 为 任意 小 ,又 DO 连续 ,具有 紧 支 集 , 因 此 
一 致 连续 . 故 对 于 任意 上 >0, 存 在 Ti(e), 使 得 对 所 有 pC PH,r 
> Ti(s) 时 ， 
L ll A(D®(p,(0)) - DB (pa (0))) | aman < È 
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其 中 p.(0) = Puga, Pm (0) = Pug, . 
回 到 (4.14) ,对 所 有 使 得 | Ap, op( to) El =1 AY eE PH 取 上 
确 界 ,我 们 得 到 . 
Sp, I AC(DY( nrto, p) ~ DE(p)) Í PH, QH) 


<$ ap | ACDW((n — 1ra, p) — DB(p)) | aro 


+ A + (1 + 7)Ky ye Dan. 
选取 n 充分 大 ,使 得 
(1 + ¥) Ky ye Dan 2 ee E Vn > No(e) 


今 @,= sup I ACD (arty, p)-— D&(p)) |] ‘A PH, QH) 
于 是 


反复 选 代 ,有 


Blan- S27 A m 适当 大 ,使 得 272 DLE WANE r 
2T(e)=max! Tile), (Nale) + mtg: fi 
Anim SE 

证 毕 . 

注 1 通过 对 (3.5) 的 Galerkin MU, WAR 和 w(t,p) 
B) DAC! torte ， 

注 2 ALARA IS (3.4) ,研究 

®.(p)+ AP, (p) — D®,(p)( Ap 
+ PF(p + ®{p))) + QF(p + © (p)) = 0 
.其 中 A PH 上 Laplace 算 子 ,在 球 PB(0,4po) 边 界 上 具有 
Dirichlet 零 边 值 条 件 ,s >0 表示 人 为 粘性 . 可 以 证 明 当 eo 时 ， 
-191 


Do. 
注 3 对 本 章 第 1 PRAM BARGER BE 
证 明 AIM 的 C! 收敛 性 . 
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第 五 章 ”指数 吸引 子 与 吸引 子 结构 初步 


谱 间 隙 条 件 的 限制 导致 车 于 非 线性 发 展 方程 惯性 流 形 的 存在 
是 至 今 仍 未 解决 的 问题 ,为 研究 吸引 子 , 人 们 转向 指数 型 吸引 轨道 
且 关 于 流 正 向 不 变 的 一 类 紧 分 形 集 的 研究 ,这 就 是 所 谓 指 数 吸 引 
子 ,又 称 为 惯性 分 形 集 ( 记 为 IFS) 的 研究 . 本 章 分 别 就 离散 .连续 
动力 系统 IFS 的 构造 做 介绍 ,然后 给 出 无 界 区域 上 耗 散 系 统 IFS 
存在 性 结果 , 基于 这 些 结果 ,在 83 和 $5 和 研究 了 妃 类 强 BRR 
展 方程 的 IFS, 最 后 研究 了 几 类 系统 吸引 子 的 分 形 结构 ， 本 章 主 
要 参考 文献 见 [33] ,197] ~ [120]. 


$1 离散 动力 系统 IFS 


B H # Hilbert 空间 ,XCH 是 紧 连 通 子 集 ,S= S(t.) X 
到 其 自身 的 Lip 连续 映射 ,其 Lipschitz 常数 记 为 1 ;Lipx(S)= 7; 
设 时 于 X,S 有 紧 的 连通 的 整体 吸引 子 y= 19%, 自然 有 
o(S*X ah) 一 0( 当 >+co). 

定义 1 RRM 称 为 (S ,大 ) 的 懂 性 分 形 集 , 如 果 CMC 
X, HA 

(D SMEM; 

(2)M AARDE dr (M)<%; 

《3) 存 在 正常 数 cosci, fE dist( S*X%,M)<coe 1", Vn 1. 
易 见 ,车 连续 动力 系统 有 IM, 记 为 Mo, 则 Mo 门卫 ,是 一 IFS, IFS 
的 构造 类 似 于 吸引 子 的 “分 形 展开 ” ,起 控制 作用 的 是 二 分 法 原理 
和 收缩 性 导致 的 “ 锥 性 质 ”. 


定义 2 如 果 对 每 个 9E [ 9, 二 ,存在 秩 为 No(3) 的 正 交 投 
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E P= p(s), E3 X 中 每 个 x Me RF 


| Su - Sule <8lu-vly (1.1) 

或 者 
|Q(Su - Sv)| y S | P(Su - Sol g (1.2) 

” 咸 立 , 则 说 SEX 中 有 收缩 性 . 
容易 证 明 ,定义 2 的 一 个 等 价 形式 是 ,如 果 对 中 的 ao, 有 
| Su - Suly > 42| P(Su — Sv)| y (1.3) 
则 

| Su — Solu < õlu —- vly (1.4) 


通常 我 们 称 (1.2)? 为 “ 锥 性 质 ”， 
记 B,(a) 是 H BRIX Ha 为 中 心 ,r 为 半径 的 闭 球 , 令 
Z = S$(B,(a) N X) (1.5) 

ACE 表示 满 足 锥 性 质 (1.2) 的 Z 的 极 大 子 集 ; 

|u -vla S| Plu -vlg 对 所 有 u,v € E(1.6) 
ERE BAN MABRY . wo EXE PEE LEAH, 
KE 的 所 有 覆盖 可 由 PE 的 获 盖 经 提升 而 得 到 . 利用 PP 在 上 
内 射 性 ,可 用 No 和 p (FH REZ 的 po 球 的 数量 ， 

引 理 1.1 对 于 任何 26<<9<1, 存 在 由 (1.5) 所 定 闵 的 Z 的 
覆盖 , 它 由 ko 个 中 心 在 F 中 的 yy ,j=1,…,ko, 而 半径 为 Or 的 球 
组 成 ,此 外 有 

31 Ni 
ko <(g 255 +1)" (1.7) 

证 明 HF PECPZCPH, 有 diam( PE) <diam( PZ) < 
diam(Z)<2/r tE p>0, JH & 个 球 BPH ( py;) 和 覆盖 PE ,其 中 
YEE, j=1, ko. 注意 到 PP H PIHE, RET Py, 是 PH 中 不 
同 的 点 . 为 估计 ko REE diam( PE)<2ly, XË k BPE PP 
可 分 点 的 极 大 数量 , 则 中 心 在 这 些 点 的 p RAAT PE, AE koa 
上 , 另 一 方面 ,中 心 在 Py, Wp 2Rj=1,--,k 是 不 相交 的 , 且 

UBEA(Py;) C BYA(PE) = {y € PH,dist(y,PE) < p/2} 


(1.8) 
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由 于 diam( BPH pA PE ))<2ir+ p, 由 No 体积 比较 得 : 


k- wy,($)°< wy, (Ir + g)” (1.9) 
TRA 
ko<k< (2 +1)" (1.10) 


其 中 wy 为 Re 中 单位 球体 积 . 对 于 PE 的 上 述 覆 盖 , 通 过 扩张 
半径 可 得 到 PZ 的 覆盖 ,一 旦 得 到 这 个 覆盖 ,由 (1.6) 我 们 看 到 

| Py -Pylp < >l y - yilu < vže (1.11) 

因此 ,zx = {BE (y) RR Z. 事实 土 ,如果 Pye PE, M 

| Py~ Py; g< p HH iE {1,2,…, ko ME. 另 一 方面 ,如 zE 

Z/E, HZ PIE 的 定义 ,存在 uE Ba) NX, z= Su ,由 在 

E 中 存在 y= Su, vB, (a) 1X Elz- yl Zl p(z-y) 1, 

又 由 (1.3),(1.4) 推 得 : 
| z> yla =| Su -Sele<dla-—vlyS<2ré 

， (1.12) 

由 于 y€ 玉 ,存在 yy EE, 使 | Py - Py la<p, Aik ly—xln< 
Y2p, 于 是 
lze-ylySle-ylatiy— y li 2rd +420 < r 


(1.13) 
如 果 取 
a=? 2 二 29)z (1.14) 
因此 ,由 (1.10),(i.14), 有 
31 Ny 
msg) aas 
注 如 果 48<6<1, 则 可 选取 9 充分 接近 48, p= or, tE 
to<( 学 + “ 


从 现在 起 我 们 记 
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a(X) = lgkg^g(170) 
Se ee | OR a W E E A H A EEL 
| SX), 21). & R>0,a €X, XCBe(a)s% Ey HE S (Bela) 
门 X) 的 子 集 ,对 El 中 每 个 u,v 均 满 足 (1.6) 且 是 S(X) 的 具 这 
一 性 质 的 极 大 点 集 . 由 引 理 1.1, 存 在 By 中 a ,1<<j1<<ko, 使 得 


S(X) = S(Br(a) N X) T Buel ai, YM SX (1.16) 
ko 由 (1.7) 给 出 . 继续 精细 这 覆盖 以 得 到 S2(X) 的 一 一 个 更 盖 . 
Ey; 是 SC SKYPE WHE RCL OHH KH IZ, 
所 ko, 如 同 引 理 1.1, 用 Mz TER Bry (aj ,;,) 门 S2X MEAT R 
集 , 而 a; E Ez,; ISSM, (1.10), (1.13),r= OR, p = 


2R cg- 28), H 


M< (5455 +1)" (1.17) 
利用 关于 M, 和 ko 同样 估计 ,有 M= ko, 再 


A 如 
U Ez, CU Sla) N SX)C SX (1.18) 
h= iF 


而 且 
t k 
S?(X) C U SCBme (aj) N SX) C U Bee (a;,;,) N S?X 
1 hel 
(1.19) 
i 71 Hh Be Sse 3k — AR, PE me SY X) ,得 到 
推论 1 存在 SIX- 个 覆盖 使 得 
S(BéRl@;, ie, i? N S*x) =, J Bet Ip (ay. Hen) N Sx 
(1.20) 


Ajah €E Paige 
此 外 
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k 如 — 
UE, CU Sela) N SK) C SX 
45 i> 


(1.21) 
Al 
mh 和 
SPOONS YS (Btn (45,4, NSX) oY Beta a; oy 0 
i=) ipl 
sex (1.22) 


其 中 Et1,; uj, RES (Bee (a; ,…,, ) 门 SIX) 中 相对 于 锥 性 质 

(1.6) 的 最 大 点 集 ,ay ,jE Bai Fie oE 11,2,…, Rol, 

球 Bee (a; a NSX 由 St(X) 的 覆盖 而 得 到 ,而 中 心 aj,…,; 在 

Eg jj, PER ， 
我 们 令 


žo 
Fed = U Eei C SX (1.23) 


511.2 整体 吸引 子 wf 的 分 形 维度 drC) A RH T h 
al A) EH . 
asi) = lekw/el 5 | (1.24a} 


证 明 ON, (DERE ANY p 为 半径 的 小 球 个 数 的 最 小 
值 , 则 如 8<1, 对 X= ww 利用 引 理 1.1 和 Sw= ,得 到 用 Go 小 球 
覆盖 尺 的 精细 估计 ,Na (of) = No SASEN (of), TE Nei (4) 
SRN, (of); ER e>0, ER OT p< eto, TENCAS 


Ng tg a <hb1N, (oi) F lel} — la Gp) fk 
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IgN. (of) _. Ig( kb’ ND) 
(4) ST eB) 


7 
因此 dy (sd) = Tra Po rs ee) 
E 


注 如 有 果 利 用 (1 ， DPR F ky 的 估计 , 则 有 


Ne 


MS IgG /@) 
引 理 1.3 4C.= DE®, 则 
dC) < max{a(X),No} (1.24b) 
证 明 {Bi (a, IN UL 1 为 半径 的 于 个 小 球 对 于 X 的 履 
盖 , 则 对 任何 p21, # 
XU Bay) 
给 定 © >0, EX NTN <e<26 和 PE [1.4] eA 
ON +15 =e 2. ERS 


= UE C Üe” U SN +i(X) (1.25) 


事实 上 ,由 FUt+DCSt+IXCSN TIX ,VAN 导出 (1.25). 记 
N.C Y S270 了 的 e 小 球 的 最 小 数量 , 则 由 (1.25) 推 得 


N.(Coa) & Sy.) + Ne(SN +1(X)) (1.26) 
k=1 


由 于 se=2 P90Y +1, 由 引 理 1.1 知 
NSV TOX)) = Nya (SX) <a ON 
(1.27a) 
下 面 估 计 AN: CEST). 由 引 理 1.1 
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by hy 一 
U Eei = E(t+1) GU (Boba; mi) N 学 +1X) 
451 daag“ 
于 是 
如 ko 
PE = PESO C U (BEA paj oy) N SX) 
U 1 
(1.27b) 


我 们 用 正 多 面体 覆盖 小 球 日 zy PRT FLA BID e DEB 
球 中 ,于 是 得 到 用 N# 个 eh/2 为 半径 小 球 对 280*+1 为 半径 小 球 
的 覆盖 ,其 中 


一 i “4M, * 
Nt < (| S (2No) 0? (GN )% (1.28) 


上 式 已 利用 e = 2 pbY +1, 返 回 到 (1.27b) ,我 们 看 到 PEM H 
M= 的 "NN 个 半径 为 eA 有 3 的 小 球 {B 四 | 失 所 覆盖 , 且 对 任何 
指标 集 站 ,…, FEARS) eh 半径 的 小 球 覆 羡 
PEs stays COT BPM 中 选取 ,但 是 ,由 于 | u- vlgs 
421P(u~-v) la. Vu, vE€E,, 1,4, AR A e 为 半径 ,以 同 
样 点 为 中 心 的 小 球 覆盖 了 Ey; A e 为 半径 的 M 个 小 球 
覆盖 了 EW ,由 此 结合 (1.27),(1.28) , 推 得 : 


N’ z * — 
N, (Co) S D RENON) (E-N )m + ph HY 
k=O 


* n* 
< N(2No} N20-(N HNG > 《有 DG) 
é=1 


+ BN YN (1.29) 
现在 考虑 两 种 情形 
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4. kof, HAE a= lek Mel 5 )<No. H (1.29) 
N: (Ca) S N(2N) 70 (N* TONIN” + RIN 


代 人 ON *1= 6/2 pHIN’ +1=lg(e /2 p)Agé, 有 
N.(Ce) < N(2Np)%e?(22)" (2 o/s) + ho lg(2 p/e ey 
€ 1 le 1) 
et 本 (4 


利用 ate = pese ,上 式 


< 和 CNow2[22] mma) (2 六 (3) 
Be 


T 


, lg[N + N(2No)*eIg (2 2/e) /le(1/0)] 
lg 
= No 
2. Moko, 

N. (Ca) £ N(2Np)%020-™" ONN? (koo) "tE + BA” AN 
NNOMAN*A 1! + Ry +N 
= Ney 1[ (2NO}NAN* +1] 

因此 
Ne( Coo)& Nko le(2p/e)Aa(¥) [ex Ny? < ple), j 


- p(z et ) omy 2 ple -1 
. lg 


从 而 


im Ne (Cx ) lgko 一 a(X) 


tele) eG) 
引 理 1.4 记 了。= OSC) M 
dr (Tw) < maxta(X), Nol (1.30) 
证 明 注意 CoP OR RIGER, ENRE C, dp (C) 
<d = max{a, Noj, W Pa = US (C) ha A EM, H 
dp(To)<max!a,Nol. f 
注意 到 
Pe CCU S(C)U U SYC) U SC) U SCX) 
(1.31) 
EE n Eee RAA pe [1.4] RR e =o" p,m 
引 理 1.3， 


N.o) X UN, (S'(C)) + N.(S"+1(X)) 


以 C 代 X, 由 引 理 1.1; 
Ngs(S(C)) < HN;(C) 


AA ec = 6") 0 ,有 
N. (Po) S SANs (C) + Neg! (1.32) 
页 同 引 理 1.3 中 所 述 . 由 于 dn OA, 故 对 任何 d>d ,存在 ôo 
= 804) >0, 使 对 任何 3<60,gNs(C)< die $), BE NCC) 
< 他) VdK<dp. 
另 一 方面 ,对 OL Sa, AFA Ny(C SN (C), 我 们 得 到 对 于 
WSS, A 


woswos (A) (RY (RY <a) 


其 中 心 = (#) >1, 因 此 对 于 je (o, ih 有 NO 人 E 
回 到 (1.32), 利 用 8 = 007! <1 O<1,pE f1, 4), 0e = 
PoP 1<1) 推 得 

N.( Poo) > ca 


1" 一 
"a Rag 


<alt ) > È (te giy + Neat! (1.34) 
1. 如 果 ko <1, W 


N, (Peo) < cat) n + Neg”! 
另 一 方面 ,z+]= lg(p/e) /Ag(1/0), 故 


NAPol& cal? ) By + Ngee( 


oe 


) 


由 定义 ,a = wld), jd > 
(2) 


of 
一 一 
a 
D 
$ 
之 | ， 


N.C Po} S 


由 此 得 到 :Ti ig 本 Teca 
Bl 


E 


2ko 1, _ 
(eogi yeh) 


a) 
leCo/e) , N{2 £\ig koe 5 


pa 


No) capt 
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因此 ,由 d > (ERE, di Po. )<d = maxila, Nol. 
我 们 定义 
M = 4U (U US(E®)) (1.36) 
5121.5 MA, BES Arie, WA M = wtUT。. 
证 明 用 反 证 法 , 设 M HEA, WFE XX XXNXN 中 序列 
(zis Yis kis N: EIS 
yY: = SNo(z,),2;,€ E% (vx) > (ys Ts) BE y, &M. 
由 于 oA MK ye Gov, SRN, EO RRR, N y= 
Miir HE y ENSA) = sy 这 不 会 发 生 , 故 存在 N* 使 N; 
=N" 出 现 无 穷 多 次 , 如 必要 , 可 选取 子 列 以 保证 ye = 
ims” (z) n EEG. AW ii ko, BM, WA kk, M 
imooft 7,6 Es) mi ECO Z, KEE r., fd Ti Tu Hra 
EM, AM y: EM, FA. AEH y, M Os, EH, Ve 
21,8 r&s E EE, Milt r ESX, EE b> ont, ÆN 
有 一 子 列 使 distr; , A0, Alt z. Ex, Mili y= SN (2, )€ 
ARMA y. OM. ROM fA). 
我 们 继续 证 明 M =U... 由 于 
U Use) oO Us Ue) =C) = Pe 
故 只 须 证 明 FEM, 即 对 于 jEN， 
SUEN EUU USE) (1.37) 
& nEEPCUE®H z; >x., HF EICSEX , 同 前 所 证 
HE r. Cov, AE M H, AFT SMSEM, WA Si(z,}EM. 这 
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就 证 明了 M= APPa. 
作为 引 理 1.2 一 1.5 的 直接 推论 .有 推论 
dg(M) < maxlal X), Nol. 
3181.6 对 多 中 每 个 xz, 有 有 
dist(S*(z),M) < RO (1.38) 
其 中 ,XCBrta),a€EX,0 Hal 1.1 给 定 ,6<1. 
证 明 注意 到 (x)E S*(X), 因 此 存在 aj e EE 中, 使 得 
| PCa) - aj 41 SOR (1.39) 
由 构造 ,EC M , 故 
dist(S: (zx),M) < OR 
这 表明 max min | Siz -m|y< 6R, 从 而 由 集合 距离 定义 有 
dist( $X, M)<04R = Re = ce ,其 中 a=}. 
最 后 由 引 理 1.2 一 1.6 得 到 
定理 1.7 由 (1.36) 定 义 的 M 是 (S,X) 的 一 个 惯性 分 形 集 ， 


此 外 
dp(M) < maxia(X),Nol 


82 连续 动力 系统 IFS 


本 节 我 们 研究 如 下 一 类 非 线 性 发 展 方程 


am + Rn) =0 (2.4) 
u(0) = Hy (2.2) 


我 们 假定 在 一 定 的 条 件 下 . (2.1), (2.2) 的 整体 解 存在 且 唯 
一 ,同时 存在 紧 吸 收集 B. 为 得 到 IFS 的 存在 性 ,关键 是 寻求 充分 
小 的 1, ,使 得 S(t, ): Bi 一 Bi A Lipschitz 连续 且 蚌 收缩 的 ,其 中 
B 是 紧 的 正 向 不 变 集 ,一 旦 选取 了 t., WE AHER, M= 
ocd, SCDM ,就 是 (2.1) 的 IFS. 其 中 M, ACS(t.), Bi) W 
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IFS. 

定义 FAM BACS( U) a, X) MK IPS, WK VW OMS 
X: AWE: 

1.S(4) MEM, Y 1220; 

2.dp(M)<0; 

3. 存在 I 下 的 常数 ao, a, 使 

dist(S(2)X ,M) < age au， 

设 五 是 Hilbert 空间 ,A IEW AARTE T, HAT 
紧 . 设 (2.1),(2.2) 定 义 的 非 线 性 半 群 Stt) 关 于 上 MH ER, A 
在 在 紧 的 吸收 集 B: 

B= lu€EH,|luly pH |u l pocas Spit (2.3) 

即 存在 T, 5 12T WARS B(0,p), 有 5S(2)B(0,6)CB， 
Ht TKS I ugg Soe 有 关 . 为 构造 正 向 紧 的 不 变 集 B1, 有 

52.1 在 上 面 所 述 条 件 之 下 ,存在 紧 正 向 不 变 集 Bl: 


B= U S@)B (2.4) 


=S(r) Y SOBE US) Bo Y SG@)BCB, RHE 
利用 S(T +7) BOB. 
不 失 一 般 ,我 们 设 (2.3) 定 义 的 B 就 是 紧 的 正 向 不 变 集 . 记 V 


=D(A2), I-l =|A2- |m, HEFE H HERET Ru) R 
们 假设 R:D(A)-> 昌 是 连续 的 , 且 存 在 实 雪 BE (0,4 | ,使 得 : 
IR(a) ~ Rv | col Aflu- v)|, Yu,v E€ B(2.5) 
co RG BAK. 
命题 2.2 在 上 述 假设 条 件 下 ,存在 时 间 + 。 ,使 得 S= Si , ) 
在 B 上 Lipschitz 连续 且 是 收缩 的 ,并 且 < 计 ， 


证 明 wiwi WA HEH SARE RH RES, fa, t7 
为 相应 的 特征 值 ,于 是 OSA RSA, SA + 00; Py, Hy, Qn 同 
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第 4 章 所 定义 . 记 wleda=ult)-v(t) BP (+t),w(z) 分 别 是 
以 ug, vo 为 始 值 的 (2.1) 的 两 个 解 . 于 是 w(z) 满 足 


ds Aw + R(u) ~ R(wv) = 0 (2.6) 
“w(0) = up — vo = wo (2.7) 

将 (2.6) 与 w EH 中 取 内 积 ,得 到 
Iw?+t | w Il? + (RC(u) — R(v),w) = 0 (2.8) 

利用 (2.5)， 


I(R(u) — R(v),w) A cp! Afw | | wl 


1 
<< cq] wl??? A? wl? 


= col w|? |] wl 


上 式 已 利用 内 插 不 等 式 和 BE (0,7 | .再 利用 Young 不 等 式 ,有 


ld 


ddwl] wl? Feil wl? (2.9) 


d| Pce Las |? 
tE T 1 


cj 仅 与 Corp 有 关 . 这 表明 


{ = lipg(S(2)) Se! (2.10) 
回 到 
diwl | w lSalwl? 
我 们 引 人 范 商 : 
l w |}? wt) 
A(t) = loli 和 a(t) = ea (2.11) 
从 而 
Flew? + (a(t) ~ediw)l2<0 (2.12) 
于 是 
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| (17 < | w(0)| exp 


-| atedde + cit (2.13) 


微分 A(t) ,有 
id dd |ws) |? 
2 d= 2 dr w(t) E 
1 


= Ty al wn lA — A(t) w)] 


= (uy (A - 4(2))8) 
w | 


1 — b 
= Tw 1b ÂY 


注意 (A&, (CA -ADED=ACE, 


(RCu) — R(v)), (A — A)€) 


(2.14) 
Aé)~ a? [el =a | ell- a 


-a lel 42-0, 因 此 
| we | 
ICA -A)E = (A-A)EMA-A)E) = (AE,(A - ADE) 
= a (Aw (A ~A)é) (2.15) 
结合 (2.14),(2.15) 有 
Daybed + ICA -A)El? ~ JETRU) -R(w), (A -1)8) 
sgil Ru) -R)I ICA -2)8] 
STT | Afw| |{A-A)é| 
<7 jouw lwil PICA- ael 
SKeoaf (A —a)El 
_cb 2p ] 2 
<a +> IA -a)l (2.16) 
FEA 
dt < ZAPE) << AlE) + ez (2.17) 


dż 
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其 中 crc 仅 与 8 和 co 有 关 . 积 分 (2.17) 有 
A(t) < eso) A (1) E mae 一 ecatt to) ) 


对 OSOS 反 解 这 不 等 式 ,得 到 


A(t) Seve.) 一 所 (2.18) 
在 (0,t,) 上 积分 to f 
[atodos 0 -es aCe.) -e (2.19) 
下 面 证 明 存在 No ,使 得 若 有 


| Qn (SC «du -S(t.)v) >Il Py (Sis )u — S(t.)}v) | 


就 有 


1 Slt Ju- Slt )Jui<Llu-vl, a< t 


注意 

I Py w(t, ) + Qu wt») I? 

| Pu wlt.) + Qu w(t) 1? 
Pro(Es ) | ?+ || Qn w(t,) I| ? 
Pv wt) 1? +1 Qn wt.) I? 
| Qu wt | >) Py wle.}! Sil 


1 | Qn wht) IN? 1 
Alts) > 2 | Qn, wets) 12 = J AN, +1 


A(t,)= 


故 只 须 证 明 若 1(zk )> 方 Aw,+1, 适 当选 取 No, RA | w(t. )/< 
81w(0) | , 则 就 证 明了 收缩 性 . 
加 到 (2.13) ,利用 A(z。)> 方 4w,+1 和 (2.19), 有 


i, 
| w(t.) S exp -f A(r)dr + cita ti w(O) |? 
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1 oe 1 
< exp) — za ~ Sas )FAN 
+2 0 2 
AE + cytel | w0) | (2.20) 
从 而 
1 -e 1 c 
a < exp -cll — esat. aan, +t + (2 + cije. | 
(2,21) 
取 iy =c31, 册 1 一 e 1<1, 得 到 
1 Ciest ce 
84, <= exp 一 Fe Not! + a 
选取 No 适当 大 ,使 得 
Àn,+1 之 4c3ln8 + 4(c2 + cic3)e3! (2.22) 


则 总 < 十 ,从 而 8. < 去 .此 时 1 = Lipa SC, Ke. 
定理 2.3 在 命题 2.2 同样 假设 条 件 下 ,进一步 假设 F,r) 
=S(z)z 是 [0, T] x B>B 的 Lipschitz 连续 映射 (对 每 个 T> 
0), 则 由 (2.1) 确 定 的 流 1S(z)1, pRAARER BR M ,其 分 形 
维度 有 如 下 估计 : 
dp(M) <dp(M,) +1 (2.23) 
证 明 由 命题 2.2 知 S(t,) 在 及 上 有 IFS M, ,使 得 
dist(S"(#.),M.)< OR = 46% (2,24) 
此 外 
dp(M.) <max|No,a(B)} < Nomaxtl,cs (2.25) 


其 中 es= la = +1)fin(1/48.). 


现在 令 


M= U SSC)M., (2.26) 
Ogi: . 


显然 ,MEEB ,由 Fitz) 在 [0,7T]x 昌 上 上 连续 性 知 M BR oo 
M.Z M, & Lipschitz 映射 函数 保持 分 形 维 , 故 ds (M)S 
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dp(M,)+1. Fue ER Siz) 作 用 下 M 的 不 变性 . 
wR te (0,t.], A SUOM: SM., A 
SG@)M= Y tM. 


= (UY, S(s)M.)U( Y, ,SG)M,) 


mit te 
CMU (dd SCs) Me ,EM {2.27) 
如 果 >t, , 记 t=ht, +s OESE a 
SCAM= S(kt.3S(s)M T S(t, )M 
CU, SiS. )M， 


= SisdM = M (2.28) 
最 后 证 明 指 数 吸引 性 .对 于 t= ht 。+;， | 
dist( S{(1)B, M)= dist(S(s)S*(¢,.)B,M) 
ldist( St JB,M) 


ti 
Laca = (egla) 


1 
— thr, 
< 6609 = ege 9 


其 中 cy (LF cience HK) = 95 <(q) <1. 


注 1 当 p= 才 时 ,可 以 得 到 No 更 精确 的 估计 . 为 简单 起 见 ， 
RHE Ca >0,a >0, 使 得 AGN", Y N; ,如 同 前 面 所 证 , 取 
ta =c02ca=0,ci=cs=ci, 因 此 , 仅 需 假 设 cuN>4ciln8+4ci， 


即 No > (4c Ung +1) 1) , 即 可 得 到 收缩 性 ,进而 有 dp ( MD 
Not. 


§3 NS 方程 的 IFS 


本 节 应 用 和 2 中 给 出 的 方法 街 造 二 维 Navier-Stokes 方 程 ( 简 
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记 NS) #9 IFS. 
二 维 Navier-Stokes 方程 周期 初 边 值 问题 ， 


dey yau + B(u,u) = f (3.1) 
u(0) = up (3.2) 
对 于 周期 情形 A 的 特征 值 满足 : 
lm L (42) = aa (3.3) 
下 面 的 结果 是 已 知 的 ， 


对 于 xoE PFC=L (0)),(3.1) 一 (3.2) 边 值 问题 有 整体 解 u 
EC(R. H)OL7(R,,V), WILE H 中 存在 紧 吸 收集 Bu 和 整 
体 吸引 子 以 使 当 > At. SU )B(0,0) EBo. 

Bo= fxa€EV, |u lKiG M lull <4Gal7t (3.4) 
其 中 G= | fA/wA1.p 为 任 一 有 限 数 ,B(0,p) 为 太 中 以 原点 
为 中 心 , p 为 半径 的 球 . 记 oo = 4Gy, py = 4Gw1?, sp = 
IF 7/agl sl. 

我 们 先 对 Au 进行 估计 . 

引 理 3.1 没 u(t) 是 (3.1) 的 解 ,uo€ Bo UV tm 

| Ault) VA cG và (3.5) 
cz 是 仅 与 A 有 关 的 常数 . 
证 明 将 (3.1) 与 Aw 取 内 积 ,得 到 


d 


5 ol aul? + y| A32 i? 


=— (B(Au,u), Au) + (A'? f£, A324) 
S cil Au] || Aw ll tal) + i AMF] | Aui 
<S cpl Aull Au + 1 flA ul 
Zz 了 
<ZA uj Be awl + ti Fl2 60 
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从 而 有 


d | Au 284G; | Au 2 + saa (3.7) 
积分 (3.7) ,有 


| Au(t) [2 <1 Au(tg) 1? te | Au(s) 12ds 
+ sW AFG? (E — ta) (3.8) 
下 面 估计 | 1 Au(s) ds .将 (3.1) 与 Au 取 内 积 ,得 到 


£ lult vi Aw P< Gata] (3.9) 
从 而 
f 1 Auts) Pas È | ulto) I? + (Ga ~ to) 
< 16G rA; + (GA) (t ~ to) 
取 :0= 7 
| Au(s) Pds < 1762, (3.10) 
代 人 (3.8), 有 


| Au(t) 1° <I Auta) 1° + cetl GM)? + sjava] 
两 边关 于 to M :一 六 积分 到 1 ,得 到 


1 49 t 9 J 
a | Ault) 7 <j | Au(ty) [dto +TceceG4(AT1T) + SG a 


S17G* vA, + c Gte + SG v] 


因此 
| Au(t) LE {Ga + G? + s3] (3.11) 
id 
B= U S(t)Bg (3.12) 
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MBH PETER, RB uC BWA | Au! cG rà]. 
下 面 验证 S(2) 7 B 上 Lip 连续 性 和 收缩 性 . 
E w= uy 42,u,,u2€B 是 (3.1) 的 两 个 解 ,于 是 


dw +Aw+Bli,w)+Blw,z@)=0 (3.13) 
w(G) = u,(0) — w10) (3.14) 
u = Lea + u) (3.15) 
将 w 与 (3.13) 取 内 积 ,利用 关于 (Ba v) wank, 
2 
pr wha < w l? + 84G) 1 w l? 
(3.16) 
由 此 可 得 
| wt) Irw(0) exp(16c7G2 vz) 
于 是 
Lipa(S(t)) < expl8c? G Ait) (3.17) 


S ACt)= Il we) P7710) 17, 3.16), 
lw ta lwl <I (Bow, @),w)| 
Sc wl lwl ll a ll 
Kaa wl? il az tl 
S(4c.Ga}7)al7(2) wl? (3.18) 
由 此 有 
| wt) 1 OE) | wO) | 
其 中 


lt) = exp1 一 中 fae) — 2¢,Gal7a!*(r)]dz} (3.19) 


B t=t,, ta fE, du Al) > Ano Al 
A date) A Cw, CA- alt) w) 


2 dt | we |? 
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<~ Fi (A-aee 2+ 20 Bee) l? 


+! Blu,&) 1?) (3.20) 
容易 得 到 
i B(E,u) [cA (20) | Au ll (3.21) 
| BOLE I< ofl +M Hee) PIEGO, 
(3.22) 
代 人 (3.20) 且 记 g(t) =4etpyy! Aul)! ft) = chy 1 x 


(1+1 leii) | 去? 得 到 
Ayu ll 


EVID eD i OVI) 6-23) 
于 是 
VAG G fs)ds J+ I exp( [Fle )de jals)as 


<e 人 ou] Aig) + | a(s)ds | (3.24) 
令 t=. , 反 解 (3.24), 有 
Valto) > ep 人- [suas ia 一 Wore (3.25) 
注意 到 
E= fE a Cto)dzo > Hf ff Xtz0)dto] 
> ee Ma Tan 
-J J ease (3.26) 


Jp [E a(sddsdto= defo tf 1 ATG) ( dsdio 
0 


i) 
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Stierf G. ~ ta)! 2(17G2vA1)"2dto 
3 1 1 Pag 
= chy) 1! (3.27) 


ta t t, ; 
aef e|- J f(s)ds ‘dio & aval ets tty 


4l2 
= B (1 — eÊ.. (3.28) 
其 中 
2 
B= chy"! sup || u i (1 + hg | (3.29) 


对 有 有 如 下 估计 : 
H Ilu || 2::16G?v A] F| Au Fiaa r TERA 
vzy)= 7 (1+lg >), (xRI6Gl A, 
OSySeiGtyay 
如 果 z 之 16G4 a), A] 
plc WSS 16G7 7A. (ge GYA +1) 
0367 vA 61 + IgG vA) 
MR z<(G42A <1 则 


p< (Igy + 区 一 十 Us (1 + ley) + zlg t 


< eG rA + IeGtv?A,) 
从 而 有 
BS cG ay) + igGtya,) (3.30) 
从 而 


sy 


E= | AC ddeo 


Lai? - „3 2 


MS, MRRP BS AA Young 不 等 式 , 利 用 (3.31)? 得 到 
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2 


7 
8. < exp] - ah A(r)de + 2c3G* hits | 


2 a12 
< expl- apne 


一 “ag, 24 82]? + Qe ae 


=pl= [cyG7 va (1 + IgG*07A,) | 1 ， 


ôs SK expi-— AA. + gC Vr? + 2 G18 | 
(3.32) 
HA Aalay nmw No WHS. <q 
g G 8 G £) 
No# emar £, ka vy’ B i 
_ B GW nl 
= cymax| 2, 有 ' | 
> cgG7*(1 + IgG" Aj) (3.33) 


于 是 有 1x =Lipg( S(t. ))Sexpeg(1 + lgG4v7A,) Sew, RUB A 
命题 3.1 WE FE V, 则 对 于 2D N- S 方 程 的 周期 边 值 问 
ME BHA IFS M, 且 
dF(M) <cgG7(1 + IgG*w,) +1 (3.34) 
dist(S(2)B.M) S cune ‘uF (3,35) 


$4 无 界 域 上 耗 散发 展 方 程 IFS 


在 81 我 们 给 出 的 指数 吸引 子 存在 性 证 明 中 ,有 两 点 是 最 基 

本 的 ,其 一 是 必须 找到 一 个 紧 的 正 向 不 变 集 ,其 二 必须 证 明 S(z) 

的 挤 压 性 ,而 挤 压 性 证 明 是 以 对 线性 算 子 A 的 直 交 谱 分 解 为 条 件 

的 .但 对 无 界 域 上 耗 散 发 展 方程 ,由 于 嵌入 的 紧 性 过 到 困难 且 算 子 

A 不 再 具有 离散 谱 ,因此 上 述 两 点 的 证 明 都 显得 十 分 困难 ,1995 

年 ,A,V.Babin # N. Nicolaenko 修正 了 “ 紧 正 向 不 变 集 ”条件 , 引 
~ Te > 


AALS IE RAF Mit eR EAR LIRR AFH 
HHH. EAMH, IAAL ELAT BS | 
子 
在 本 节 中 我 们 沿用 $1 中 的 记号 ， 
定理 4.1 设 久 是 Hilbert 4H] H PAM REM, BE 
在 有 限 多 个 半径 为 1 的 小 球 对 N HAR, MRIS EH LEY 
体 豚 引子 ,对 某 -: 固 定 的 上 >0,S, 在 X EARI EEN- Lips- 
chitz 连续 性 , 则 1 SEE 生 上 有 -个 指数 吸引 子 . 
证 明 在 本章 第 一 节 引 理 1.1 至 引 理 1.6 OER HT X 
的 紧 性 假设 主要 用 于 存在 半径 为 a 的 球 对 X 进行 覆盖 以 及 Ce 的 
紧 性 证 明 ,因此 本 定理 的 证 明 中 只 须 说 明 在 定理 4.1 假设 条 件 下 ， 
定理 1.7 的 结论 仍然 成 立 就 行 了 . 
令 下 如 定理 4.1 所 设 , 于 是 在 Hilber 空间 H 中 存在 中 心 在 
a€ XH r HRB (a) Be X, ie 
Z= 3S(B (a) N X) 
其 中 S= S,,z HES E 是 Z 中 满足 如 下 欠条 件 的 最 大 点 集 : 
lu ~ v ly <v2| Pyle — v)|,, 对 所 有 u,v € E 
(4.1) 
所 谓 “ 最 大 点 集 " 指 不 存在 NG Z/E 使 (4,1) 对 所 有 的 wn EF 成 
立 .由 (4.1) 知 上 是 No 维 空间 Py M 的 有 和 界 子 集 上 Lipschitz M 
数 的 图 像 , 因 此 E 是 准 紧 的 . 基本 引 理 1.1 估计 半径 为 60r (28< 之 9 
达 1) 的 小 球 徐 盖 Z 的 数量 &o 的 让 明 中 未 利用 X 的 紧 人 性 ,而 仅 利 
用 Py Z 的 准 紧 性 ,指数 吸引 子 的 构造 反复 利用 StX ,之 1 的 递 
归 覆 盖 , 由 引 理 1.1 


SBO 1X) CU Bea DNS (4.2) 
a CE = Bi。 以 同样 的 方法 对 每 个 w ,过 不 
s (Bela; ) N SX) 
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且 用 有 限 多 个 中 心 在 ayy Ebay ,半径 OR 的 小 球 BoPR(a i, ) 
覆盖 这 个 集合 ,重复 构造 & 次 ,我 们 得 到 极 大 集 Epei j 和 中 心 
FEE jo), 的 小 球 Bee (aj…) 对 SAX 的 覆盖 . 注意 所 有 
Essi BA Pu M 中 有 界 集 上 的 Lipschitz 图 像 ,因此 是 准 紧 . 
的 ,覆盖 元 个 数 的 估计 并 未 利用 X 的 紧 性 , 它 明显 地 利用 了 挤 上 毕 
性 . 令 


C SX (4.33 


“hey 


& 
1 0 
k) 一 2 
E®= Yi. 
| 1 


RAB EORARE TAH 紧 集 的 诈 , 因 此 , 它 也 是 准 紧 的 . 
引 理 1.3 KHET: 
Co : Ù EY) (4.4) 
有 有 限 分 形 维 .这 引 理 的 证 明 利 用 X A PR BEE, EA a 
过 覆盖 Cw 小 球 数量 的 直接 计算 而 未 利用 紧 性 ,注意 集合 A 的 分 
形 维 定义 : 


lgNe(A 
dr(A) = han bee ; 


其 中 NARREA e MERA 的 数量 . 
我 们 有 ,对 任何 c>0 


la Nao (A , 
dpl A) = hmsup sal > (4.5) 
于 是 对 于 准 紧 集 AA dp(A) =d CNV ERR E ii 
定义 的 Con HE 1.3 仍 成 立 . 
注意 到 C.. = UN EW JSY (X), 由 于 当 N* 一 oo 时 ， 
dist(SY (X), A0 以 及 有 限 多 个 准 紧 集 的 并 是 准 紧 的 ,我 们 窑 
易 证 明 C- 是 紧 的 .其 中 st 是 紧 吸 引子 ， 
由 于 C. 的 紧 性 , 引 理 1+ 1.6 以 及 定理 1.7 都 成 立 . 这 就 
证 明了 定理 4.1. 
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作为 应 用 ,我 们 研究 无 界 域 i 反应 扩散 方程 组 的 指数 吸引 子 . 

Ju — Au + flui -ion—-g=0 (4.6) 

其 中 站 0 
B= glx), u= ult, x) xE R”, ERE / 满足 条 件 : 


Fada 220 (4.7) 
f(0) = f (0) = jf (ui >- CI (4.8) 

lf Cad ~ Co) lel ue A+] ulti v|} 
i flui cilu "dd tia Iu (4.9) 


其 中 gq1,qo,a,ai>0, 且 对 于 n>2, 
. f4 2 
Got aSpy, gta ro py = min(+ 75] 


4 m<2 时 ,po 二 ,又 设 


lg lto, = (fa tler?” | glr) de) < oo 
(4.11) 
其 中 e >0 充分 小 ,但 是 固定 的 数 . (4.11) XT Hilbert 空间 
Ho,y 上 范 数 . 我 们 将 利用 带 权 Sotoley 空间 H, y, =1,2, 范 数 记 
All ils, A Pte x: 


lel, = 


x Hou 12, (4.12) 
考虑 初 值 问题 ; 
u liz0 5 to, to E Hl.y (4.13) 

成 立 如 下 结论 [119,120]: 

EE 4.2 (i) 存 在 (4.6), “4.13) 的 唯一 解 u, H u€ 
La([0, TI, A, NN Lo ( (0, T], Fiy) 
以 及 

(+l zx Y u E LLO, T]. Hay)" dy 对 任何 了 > 0 
(ii) BRA 


Si:ug -> uz) 


形成 Ho,y 和 HHi,y 上 的 半 群 {S,1 ,对 任何 y ELO, y]. 

(ii 对 任何 Oy’ <7, S, A Hoy 到 Ho,y 是 连续 算 子 , 且 从 
(Hirde 到 (Hi,y )w 也 是 连续 的 ( 即 后 ,7 的 弱 拓 扑 ). 

(iv) Si: Ho,y>Ho,y 有 不 变 吸收 集 B4, By 在 HH2,y 中 有 界 ,在 
Bs 上 S: 关于 Ho, 拓扑 是 连续 的 .存在 紧 集 BsCHo,y ,使 得 如 uo 
EB4, 则 dist( Sato, Bs) Sce *,8>0. 

OE Hoy E, S, 存在 整体 吸引 子 of, 4AA BR Hausdorff 维 
度 . 

下 面 我 们 研究 (4.6),{4.13) 在 Ho,y 中 指数 吸引 子 的 存在 性 . 

引 理 4.3 ”存在 不 变 集 全 B,C Ho,y ,使 得 能 为 有 限 个 单位 
球 所 覆盖 . 

证 明 由 定理 4.2fiv) ,存在 紧 集 Bs 性 Ho.y, 使 得 如 果 uE 
B,, WA 

dist( Sain, Bs) < ce Ê 

其 中 ec 与 wo HE. Sl Orale BPD zj By, BEA 1/2 AR 
对 Bs WAREZ. G Oi{ zi ) 在 单位 球 , 如 果 AK ce PY 
<12, 则 SBC U Oily) RIE X = SBa E By 不 变性 ,XC 
Ba 也 是 不 变 的 且 为 有 限 个 O,(z;) 覆 盖 . 

为 证 明 S, HEE, BIA PAM g = (1+ |exl?)’. it ult), 
v(t 42 (4.6), (4.13) HIP AE, uo, vo E Ba, 于 是 对 任何 1 之 0， 
u(t) ,v(t)E By, A Hz,y 中 关于 1 -RAR,F wht) =u) 
— v(t), FE wt{t) 满 足 


Jw — Aw +t Agu + Flu,v)w=0 (4.14) 
F(u,v) = (FUO - Fo) lu- v) (4.15) 
由 关于 了 假设 ,有 
| Fluy) Clu l% tl vo la) +l u 12 4+1 v 1%) 
(4.16) 


HE ap >0,q220, 14 n>4 Bt a+ qx pa. pyS— G4 n> 
4), 当 n3 Bt, py 任意 .我 们 证 究 14.14) 如 下 始 值 条 件 : 
. 220 ` 


wig = w(0), ll wily, =1 (4.17) 
#6 (4.14) 4620 FAR: ww = wo + wy 

dw — Awa + Agwy = O, wol:=0 = wl0) (4.18) 

Jwi ~ Aw, + Agw + Flu,v)w, + Flu,v) we = 0 
(4.19) 
wil.» = 0 (4.20) 

引 理 4,4 成立 如 下 估计 : 

Il wole) Hoy Seo? Il telO) loy, We =O (4.21) 


[Cl Veale) WB, + Ro li wo 3 de + J woe) I3,» 


< | wo(0) | 上， (4.22) 
3 (pw, wo) + 2eVun, V wy) + 2Ao( pwo, wo) 


< ce || g wo ll ll g2? wo Il (4.23) 
选取 e 充分 小 ,有 
9; gio, wy) + (pV wo, V wy) + hol gw, we) <0 
(4,24) 


(4.24) 198 (4.21), (4.22). 
引 理 4.5 $ ty >0, || wo loy SR, w 是 (4. 19), (4.20) #9 
解 , 则 存在 与 wo, wo 无 关 的 常数 My, tE 
Il (tq) ty << Mo (4.25) 
证 明 用 gw. p= 9" RIDES A 


Fa ger? + gv f+ dol grw ll? 


< |(g Fw,,w,)| + | (g Fwy, wi) | (4.26) 

由 
| (CgFrwo, fren) | | yen I vel ger po FH, (4.27) 
eet tat is-4 HNE wt =2, EEM n> 
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At, HNL? ,一 ,假设 条 件 及 u vE H, E 
们 有 
| (pF. ywi el Vi geen): | Vv (gror) I 
Kellys woll i gV a ll 
+ eye Py i bY wy j 
+ ce PN wo ll I yrw | 
+ ce? | geo i i gw Il 
< lg7w i? + ce l ge Il? 


te gS wall? + Ugo ll?) (4.28) 


类 似 有 
| (Fu, gre) |< i pS wy I+ e M wld,y (4-29 
如 e 适当 小 ,有 
eee 124 gar ,yell 


21 PV w 2+ | pw li? 
ALFA (4.26) ~ (4.28) 4 
| gC) 1? ~ I yon y(0 + |W pV wile) [Par 


< cafi ere) yde + esf C1 YT x01? + I gwa ll?)ae 
利用 (4.21),(4.22) 和 Gronwall 不 等 式 , 推 得 
| grey (2) I< cox] l yV wilr) dese, (4.30) 


其 中 Cc7 CS £ AX. 
现在 用 一 1¢ Aw, 49(4.19) HR, ,积分 ,我 们 得 到 


Fat | pV wy 2) ro wy ,pT wi)) 


+zt| yyw - (Vay, wy) 
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Sz pV N? + ell grw N? 
+ | $Fwo ll? + doc | nos Il? (4.31) 
分 部 积分 ,我 们 得 到 
t(wi Vb. pV w= 5 (GV pV (wi)) 
=- FV (GTP wi 0) (4.32) 
注意 
| Feo? <P FU fo Wf w 2, 


于 是 
Il gFw IS el Vigua i? 
S 2e l AV wll? + cre fl dw ll? (4.33) 
关于 上 在 (0,T) 上 积分 {4.31) ,利用 (4.32).(4.33). 有 


cyvul? Vg) wd) + rl yyw | Pde 
< cafit gv de + caffel i Veo + I gewo ?Jde 


十 cd | py Wy il 2 + 20¢V wy swi Vg) dr (4.34) 


由 (4.30) 得 到 (4.34) 右 边 最 后 一 个 积分 的 估计 ,右边 第 2 式 估计 
由 (4.21),(4.22) 给 出 ,利用 |asp| 魏 cellg 得 到 左边 第 二 式 估计 ， 
因此 由 (4.34) 推 得 
low I? caf rh pw [de + cs 
利用 Gronwall 不 等 式 推 得 ; 
tl gVw, Il? < cg, Yz €[0,T] 

3124.6 ll w(0) ioys1, 对 任何 uo, vo€ By, t20, 7 

在 My = M(t), (#49: 
I w(t) | 0.7(a011) <= My (4.35) 
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证 明 用 gwi 乘 (4.19) 积 分 ,其 中 p= plr,esp 2y) Y = 
(aptly. > g= p,e 是 小 人 参数 .yq 满足 如 下 条 件 : 
Plrse0 7) 守 1, 9(er,1, pl)” = o(x,£,p,¥) 
[op(xr ,e007y) ce! g(r,e,p,7) 
limg(z, lp,y) = (+l x ŻY 
E 多 = faset- p(x,e esp Y) p= o(x,e,p,a07) RNA 
1a, | gwi l? (Vw, pV un) + (V ww Tg) 


+ Ag Il geoi |? + (Few w) + (Fg wiw) = 0 (4.36) 
利用 


| (Fw, elle 
p <p. >r 是 分 别 任意 接近 pp,r 的 数 ,利用 Sobolev RACH 
和 内 插 不 等 式 ,得 到 
| (Fyre. gor) | 所 十 | eV wy |]? + ez l| gw I? (4.37) 
类 似 估计 | (Fyw1, pwo) | l l 
| (Fa geo) |< e| hou i + | p30) | wol ggl wl) 
+el (|p rulo + j gova) ule jole) 
| wo] gy lan!) (4.38) 
对 (4.38) 右 边 利用 指数 为 p' ,Pp ,x BY Holder 不 等 式 和 par, par, 
p.p 为 指数 的 Holder 不 等 式 ,可 以 得 到 
| (Ffan go) |< elll 7 piwol + | givwo Il) 
Cg wd + | dew, |) 
SF Uh ye V wer 2 c l pwl? 
+el i Vdyurg ll? + | piwo Il 2) (4.39) 
结合 上 述 估 计 我 们 得 到 
9, | gor ?2+ | gv ey |? 
X cy ll py l? + cyl F grw ll 2+ || byw | 2} (4.40) 
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积分 (4.40), 今 p> + 00, 79 BH 4.35). 
现在 ,我 们 可 以 证 明 S, 在 Hy, EIEH: 
引 理 4,7 对 任何 5>0, 存 人 在 zt, 和 NN, 使 得 算 子 S t= to Æ 
By 上 有 Ho,y 空 间 中 的 强 挤 压 性 . 
证 明 由 引 理 4.4 一 4.6, 存 
| za 人 ty 二 ule) ft 和 re) < Mb + M3 (4.41) 
上 式 左 边 可 写 为 (Lzeiy w SMi + M,L 是 由 二 次 型 定义 的 算 
子 , 由 于 yao>0, 由 (4.41) 定 义 的 集合 在 Ho,y 中 紧 ,因此 LIE 
Ho,y 上 紧 算 子 .由 于 (4.41) 左 边 是 wi HORE, CHE Hoyt 
HEN. THR. 
= jw | X sler e) < M+ M3 = R?! (4.42) 
set lela Ho, ,中 的 正 交 基 ， eo EL 的 特征 函数 , 当 j 一 oo 时 ， 
Hy + ool 单调 地 趋 于 + 00). N 充分 大 ,使 得 
Hn > 16R}/8° (4.43) 
$ Ey =Span|e1,…,en] ,Pw 是 到 Ew 上 的 正 交 投影 算 子 . BR, 
如 果 wEB, 


ICE- Py)wes y= > (wne) 


4 


SiR Ri < 87/16 (4.44) 


& . 
B, = |u © B, || Pyu Íl a, 38/4|,B, = B/B, (4.45) 
TE w= wi (2) E By, WU (4.17), (4.18), (4.21) EE t 使 得 


ot <8 
再 由 B 定义 ,有 
| Pye lay = || Ppl wo + mw) Il OY 
= Il Pye loy- | Pawo |l 0,7 
2384A- §RB>8n (4.46) 
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利用 (4.21)， 
Agt 


| wolt) Yor < || wO lope 2 KAR (4.47) 
另 一 方面 ,由 (4.44)， 
| (1 — Puw lloy= I- Pu) wo lla + ICI- Py) wre ll o,y 
< | wot) |l 07+ 8⁄4 


-i 
<È =F iw) lo, (4.48) 


(4.46), (4.48), RNA 
I (2 — Pryde lo, < || Pree lloy, Mw E Bi (4.49) 


现在 令 wEB \ B RNA 
ll w Il ,y= |O - Py) x ll jy + || Pye | by 
98 _ 58 
< Etle” 8 (4.50) 


il || nS Il og Ilo. + Il wy Il 0,7 
<8/104+8R 
<s = dlle llo, - (4.51) 
由 (4.49) 和 (4.51) 表 明 ,或 者 有 
IO - Px) w lo,y < I Puw il oy 
或 者 
l w llo,y <8 Il w (0) loy 
这 正 是 要 证 的 挤 于 性 . l 
由 引 理 4.6 及 定理 4.1(iv), 应 用 定理 4.2, 立刻 得 到 方程 
《4.6) 在 Ho,y 中 存在 指数 吸引 


$5 BERARENA IFS 
CFB EAE, H-MRS, MHH 


散 项 不 能 控制 非 线性 项 , 困 此 在 研究 IFS 时 ,对 收缩 性 质 的 论证 会 
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遇 到 麻烦 ,本 节 我 们 基于 空间 谱 分 解 技 术 , 引 入 一 类 等 价 范 , 较 好 
地 解决 了 这 一 和 问题 ,应 用 于 非 线 性 Schrodinger Fy AAA EK 
KdV 方程 ,得 到 了 IFS 的 存在 性 和 分 形 维度 的 上 界 估计 ,特别 ， 
我 们 借助 于 $4 中 的 思想 ,解决 了 非 线 性 波 方程 (EE,E) 型 指数 吸 
引子 的 存在 性 问题 ， 

设 D(A)CV,D(A) BRA V, DCAM V 均 为 Hilbert & 


A. RIR 
du , Au + glu) = Jl) t>0 xE (5.1) 
u{0) = uo (5.2) 
Dirichlet 零 边 值 问题 或 周期 边 值 问题 (5.3) 


其 中 A 同 $2 所 设 , Ant? Æ A 的 特征 值 集合 . 

命题 5.1 设 (5.1) 一 (5.3) 有 唯 -- 整 体 解 x € C,(R,， 
D(A)) (在 wo€ D(A) 情形 ), 当 “oE V Wee CCR,,V), Ea 
设 在 D(A) 和 V 中 存在 相应 闭 吸 收集 Ba, B , 则 由 (5.1) 一 (5.3) 
EARJE SORAA), VÆ ERS F. 

A= QS) Be (5.4) 
AE DAPA R. BR Cu 表示 以 D(A) 逢 扑 关 于 上 BES. 

证 明 如 所 周知 sy 是 D(A) 中 弱 紧 吸引 子 , 且 在 D(A) BK 
扑 意义 下 吸引 D(A) P MAAR iH F Hilbert 空间 中 弱 有 界 性 
等 价 于 强 有 界 性 ,我 们 推 得 sy 在 DCA) PARSE, DCA) BR 
人 V 知 在 V 中 紧 , 设 B 是 D(A) 中 任何 有 界 集 , 由 于 .x 以 
D(A JAANE D(A) 中 每 一 有 界 集 ,可 选取 子 列 S(t,)B, 当 
ta ORE D(A) PREKA of, Mill S(t,)B EV PRIA 
,这 表明 of EEC D(A), V) RMR FT. 

Æ 以 称 为 5(1) 的 (D(A),V) 型 紧 吸 引子 ,如 果 在 V 中 存 
在 一 个 紧 集 of, RG D(A) PAA RTE, HE S(z) 作 用 下 
是 不 变 集 . 

命题 5.2 存在 to( By) ,使 得 
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B = eia S()Bo (5.5) 
EV 中 紧 正 向 不 变 集 , 且 是 D(A) 中 所 有 有 界 子 集 的 吸收 集 . 
”证 明 由 Bo 定义 ,存在 ty Bo), 24 tto Bo), A 
S(t) Bo & Bo 
容易 验证 B 满足 命题 的 所 有 结果 . 
命题 5.3 设 uy, up 是 (5.1)~-(5.3) 分 别 以 w1(0)、u2(0)E 
B 为 始 值 的 两 个 解 . 令 zw= wl 一 wz, 如 果 
1. wl) Eke" | w(0) 13, (5.6) 
2. Sol Quw) + cop Que) cas | Quwi (5.7) 
MWEE 1, 使 得 S(t.) B 中 Lipschitz 连续 且 是 收缩 的 . 其 中 
9p(QNw) 满 足 
| Qyee(t) 13 S kop Quer) < kı | Quwlt) 137, (5.8) 
kosko kcc B BH wl KEN BH, Ans A 的 第 N+1 
个 特征 值 , N 满足 
1 


cikokla + cg) Agie < 756 (5.9) 
z WE 
一 上 1 
Rye Sule << 256 (5.10) 
:证明 由 (5.7), 我 们 有 
pl Qyw <= (AQNw (0) e 
+ cpka@he | Qyw(0)| yew | ernds 


S kitki! Qvwe (0) | Yeo! - 
+ cik(leco + a) Age | Qyw(0) |2, 
< [w0 plk Rie 人 
+ cykla + co) ANHe*] (5.11) 
S 1, EKE 
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hie ‘re < 556 
然后 选取 N 充分 大 使 得 
erkok (a + co) te ag < gh 
旭 我 们 得 到 
hog(Qww) Szli E (0,4) 6.12) 
然后 由 (5.8)， 
1Qwe( ) ye lw(0) 1% (5.13) 
故 得 到 当 | Qyew(t . 1% >| Poole. 1% tA 
[wee 14> | Prete, {2 + | Quew (2. )}2, 
< 2| Qyee(t.)/2< Ail wo(0) 1% 


又 由 (5.6) 即 得 Lipschitz 连续 性 . 

由 命题 5.1 一 $.3, 我 们 得 到 

定理 5.4 设 (5.1) 一 (5.3) 满 足 命题 5.3 的 条 件 且 分 别 在 
D(A), V 中 存在 有 界 闭 吸 收集 Bo, B1, 则 (S(t), BB) 容许 有 
(D(A), V)@ IFS M, 且 


dp(M) & 1 + Nalg(l + 12/8 )/g 4 (5.14) 
disty(S(2)B,M) < coe 1 (5.15) 
其 中 =ke, oE {0,8),48< 06<1,cosci 是 常数 , Ny 满足 


(5.9),z 满足 (5.10). 

利用 上 述 结果 我 们 研究 非 线性 Schrödinger Fy P M 55 #6 H 
KdV 方程 

非 线 性 Schrödinger 方程 ， 


i% -Au + glu l?)u + iyu = f(x), (t,x) € Rix (0,1) 


(5.16) 
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u(0) = up (5.17) 
u(0,t) = u(l,t) =90 
(HK u€z,t) = ule +l.t),V¥Vti>0,2 ER) (5.18) 


其 中 A= - 75, g(s)ECUR ) HE 


Saft 
lim hls? = Gls) <0 (5.19) 
-=+ 5 
Gr, L: 
tim, eto -0 (5.20) 


h(s) = 9g(s),G(s) = | g(r)de,G, (s) = maxl0,G(s)}. 
4 
D(A) = H(0,1) N H (0,1), V = ARCO, 2) 
或 者 
D(A) = |v E HER) vlz + i) = v(x), Vx € RI 
V= jv € HLR),v 7 + 12) = vlz), Vr ER} 
u ZED(A), V 中 范 数 分 别 定义 为 
lu ll peay = [lelő + P |u lg + | uala] (5.21) 
luly = [lelit] e13]. llo A Lon 范 数 
(5.22) 
下 面 的 结果 是 已 知 的 : 
设 g 满 足 (5.19) ~ (5.20), FE L7(0, 2), BAT (5.16) 一 
(5,18) ,我 们 有 如 下 结论 : 
1. 如 果 wpE V(D(A)), 则 存在 唯一 解 xxzEC(R+r VN 
L”(R,, V) (uEC(R}, DIADAL? (R+, DCA)) 
2. 分 别 在 D(A), V 中 存在 吸收 集 Bo, By, Bo=luEDCA), 
fu ll paypal Bi=te€ Vs ll ul veel. 
从 而 存在 紧 正 向 不 变 集 B. 
令 wlt)=u(t) — u(t), ui u: (4.16) ~ (4.18) IELA 
wi1(0) ,wz(0) 为 始 值 的 两 个 解 . 则 
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Fy T Aw +g(! ui |? Juy- g(l ur |?) uy + iyw = 0 


(5.23) 
利用 
| 
pa 2 = Imi iw, - Aw, Aw) (5.24) 
Fle |Z = Im{ iw, — Aw, a) (5.25) 
我 们 有 
F gloly= lng uz |x|? 
2 dt |y= Im gij uz — gf u | Juj, 
w + PAu) - yikel} (5.26) 
注意 到 g(SECC(R,), HK 


g(|u2!*)us~e(leal?ur= (leo +g (lela 


+g EIIE (5.27) 
其 中 6= tut+(1~r)u€EB,r€E(N,I1). 利 用 (5.27), 我 们 有 
Im(g(|uzl us ~ gl ui Puw) = mig E1220 yw) 
RBA El? Spn nlg (EDIS RNA 


Im(g(1 us (ug — g(| ay!” Jujo S ph. | mw lg 


x 


(5.28) 
Im(g(| 4217) 22 


一 g(| ul ui Aw) 
= Im(4g (| EP Rel EF, ) uw, ) 


+ Im(g'(1 17) 2 &,,@,)+ Im(22"( | €1?)Re( EF) & yw) 
+ Im(2g"(| €17) 8a + 2g°(| 2}7)Re( 26,) | El? wr 


(5.29) 
现在 利用 |& | ,所 & PLE b po MEF g g L® 
估计 ,我 们 推 得 

|Im(g( | u2|")uz 


gil uii iui Aw) | 
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i 
Kes|e|3 + csf lul lorldz 


Keg lolly (5.30) 
结合 (5.26),(5.28) 和 和 (5.30) ,我 们 有 
GE GE (5.31) 
于 是 
| we) 14 <e | o(0) 1% (5.32) 
其 中 cg 仅 与 7Y,pw,2,8,8 ,8 AR. 
4 
p(w) = [| losl? -UED a1? -2g (1 l*)Re( 2a Yldr 
(5.33) 
HAE oS por EEB, g gc RNAS 
ÀN+1 之 1 + 2c + dcop, (5.34) 
成 立 , 则 有 
l Qoli) ly SP pl Aw) S 2e I Quel) IY 
(5.35) 


H c= max]! 7, cot 2eoptat. 
用 7Y5 #€(5.23)76(0,/) LAURER AKA - w, 乘 
{5.23) 在 (0,1) 上 积分 且 取 实 部 ,我 们 分 别 得 到 


了 i { 
In| Yadr -f | w, dr + yf (| E1?) él? lw (dz 
i i 
+ | aC E IŻ) 1 w Pde + Ref ze £ \7)Re(Ea dx = 0 
(5.36) 


+ Al arji |wel?dz = | [2g (| È |*)Re( fa )? 


+ g(|l EI) law! 2]dz | + yim| wade = y(t,w) 


(5.37) 
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其 中 
Yta) =- 4f [iw g0 gi Re(ea ) Že (1 £ 12) 
+ 2g'(1 £ PRC Ea )Re(& a ) |dz (5.38) 
从 (5.36),(5.37) 推 得 
LUP) tylo- Rw) = rlw) (5.39) 


其 中 
{ i 
R(t,w) = yf aC EM) E12 | w Pde + | eC EI) 1 w idz 
+ YRe rae È |2)Re( 5 dz (5.40) 
注意 到 CCB th | 
| R(t,w) IS el pwr, 7) lw 12 (5.41) 


el 3 (5.16), 根据 “uE B, fe L’ (0,1), uE L”(R,, 
万 (4)) ,我 们 有 u,€ L7(0, DM EL 01), 即 | 三 |o<c(pw ai 
| Fio) ,因此 我 们 得 到 


Irla) Seif Fal?) ldz 
Ser & | | 
Sel wl] ?ll 
< Flor |p + Ataya (5.42) 
将 (5.41),(5.42) 代 人 (5.39), 得 到 
fp) + lod? < csl ol (5.43) 


利用 
ize El?) | w (dx +2) eC £ |7)Re( fa dx 


< cal w lê 
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我 们 得 到 
Eol Qno) + rp( Quo) L esè ll Quo ll} (5.44) 
其 中 Cs— C3 + C4 N 满足 (5.35). HI kE FE 5.4,4 


定理 5.5 FE L7(0,/), uo € DCA), MERE (5.19), 
(5.20) F, Æ V 中 存在 (SC(1),B) 的 IFS M,B 


dp (M) <cmax vr? 十 260 + 4cho% 2, 


16es 3 Ces 4 y) 17} +2 


distv( S(2)B,M) < cge “ (5.45) 
He: WR. Sy 'In(512c./"). 
HAE KdV 方程 ; 
du + urr + uu, + yu = fx) 
(t,2) E R, (0,1) (5.46) 
. u(0) = ug (5.47) 
u(x+ lt) = u(r,t) {5.48) 
空间 D(A), V 中 范 数 用 (5.21).(5.22) 表 示 . 
下 面 的 结果 是 已 知 的 ， 


1. 如 果 uE V, WES 46) ~ (5.48) HOR uw © CR V) 

QL (R, V}, AF TCR) >0, M4 2 TCR A, 
la lly & po,1 

2. MR woE D(A),fE D(A), 则 存在 解 ue CC(R., 
D(A))NL”(R; DIA) A TI(R)>0 #84 tT, (R), 
A 

| u | BA) < P2,2 

其 中 算 子 4 = -Z pon po EAL Ly fREBER. 

3. MR SE D(A), wy EDA), WAH (5.46) ~ (5.48) ES 
的 非 线性 半 群 S(t) 在 V PARRI F of, of RA DCA) BEET 
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有 界 子 集 . 


4 
Bo = lu € V, || u | y Spon E lull nay <p! 
B= J S(t) Bo 


Ota Paa 

WB ESE Y 中 紧 的 正 向 不 变 集 , HIRI D(A) 中 任何 有 界 
子 集 .同时 由 B 的 定义 知 ,车 uo€E 8, 则 对 一 切 £220,S(t)ugE 
B. 

w(t) = ult) u(t), uj. uy 是 (5.46) 以 u, (0), ua(0) 8 
始 值 的 两 个 解 , 则 

an + (Elto), + an, + Yo = 0 (5.49) 

其 中 e(2)= 41 Zep, 

FA o- Lt, Fe(5.46) BFE (0,2) FAA E 


PE AEA 


__ RE + 312w2) —2P 6am, dz (5.50) 
利用 


| | oS] oO Olvi vl 


l 
其 中 1019=| to, Ade, # 


i 
fetos 3izu2)dz|< 3 lolt & la 
X cpa, Il w ll (5.51) 
wa 
| 由 sondz|<， fw dol Êa Ip law, lo 


sell oo 
< cows lw II (5.52) 
W(5.51), (5.52), #f 
A ol%+27 loll <epuglollg (5.53) 
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于 是 推 得 
Holt) l%< | w(0) Il Gexplerp.,2# | (5.54) 
这 表明 S(2)4E B E Lipschitz 连续 . 


记 
p(Qw) = | [Qro + 12 Qun,)? ~ PEGA Quo)? }dz 
(5.55) 
注意 到 
LEG) |e EV | Ell y S207 po 
我 们 得 到 


gl Quo) S O Hopa at) || Que Il? (5.56) 
而 当 N 适当 大 ,使 得 
AN+1 > 2h po nl "7 (5.57) 
我 们 就 有 
yp(Qw) >E Il One Ig (5.58) 
FRA 
1 I Qn I< P(Qw) 


<(1 +42 p00,2!°7) Il Quell} (5.59) 
将 w(t) SHEA Paw Mye, N 待定 .于 是 
Pyw, + (E(t) Paw), + (Paw) roe + YP = 0 (5.60) 
Quen, + (E(t) Quo), + (Ono) oe + Qno = 0 (5.61) 
用 2(Qww), + 26Qno 与 (5.61) 相 乘 且 在 (0,7) 上 积分 ,并 且 记 
w = Quan ,利用 分 部 积分 ,得 到 
al io fw? ldz 一 一 | soidz ~ 27) ?dz 
+ 27] sidz (5.62) 


用 20, 5(5.61) MARAE (O,1) LAD ,得 到 
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d 
dedo ‘wide = [tavno da - 2y| 。 ?dx (5.63) 


用 性 乘 (5.62) 且 与 (5.63) 相 加 ,有 


Soy) + 270(w) = r(e) (5.64) 
其 中 
r(t) =~ PY soidz + 2| giwisdz (5.65) 
0 0 
X. 
E(t) =~ Ear tuys- ub, + fO- yt 
则 


i 
r(t) =| PA eo + uir + u2Ẹ, + YE — f)dz 


1 
十 2| sorsdz (5.66) 
逐 项 估计 (5.66) ,不 难得 到 | 
i 
Pf atende <% Loy lī +el a lg (5.67) 


a |< ei | ay i (5.68) 
J Putina Sez! wy | (5.69) 
eae < c3 | œ Iĝ (5.70) 
|F na Eda | Sql wy |G (5.71) 
[ass Kes | ay |G (5.72) 


综合 (5.67) 一 {5.72), 我 们 得 到 
pla) + 2yp(w1) =< calel + Z lol? (5.73) 


在 N 满足 (5.57) 条 件 下 ,有 
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dola) + rola) < cel rl (5.74) 
利用 | on Sagl o l SAR l pA 
dolo) + yp(oD < cokla le (5-75) 


由 定理 5.4, 选 1 ,使 得 
1 


(1 +¥2p0,2° expl- 7 «] <t x 页 (5.76) 
再 选取 N ,使 得 
AN+1 之 Pax|512c6(clp ,2 + y) lexpL cipe zt « ], 
242 p0,21 1} (5.77) 


则 Stz) 在 B PER, ATES), BFS. AERA: 
定理 5.6 i fE D(A), EDCA), BH (5.46) ~ (5.48) i 
定义 的 非 线 性 半 群 S(z) 在 V 中 对 于 (S(t),B) 存 在 惯性 分 形 集 
MM, 而 且 
dr(M) Nott (5.78) 
disty(S(t}B,M) Scoe “H, Wt D0 (5.79) 
其 中 No 由 {5.77) 确 定 ,c ,co,cl 仅 与 ,7 ,pu 2 有 关 ， 
在 $4 我 们 通过 对 定理 1.7 条 件 的 改进 解决 了 无 界 区 域 上 反 
应 扩散 方程 的 指数 吸引 子 存在 性 ,这 里 我 们 应 用 4 的 结果 研究 
非 线性 波 方程 ,通过 算 子 分 解 技 巧 ,得 到 渐 近 紧 算 子 半 群 的 (EE， 


EE) 型 指数 吸引 子 . 
我 们 研究 如 下 方程 : 
Un + au, — Aut gle) = f(r), (z,t) CN * R, 
(5.80) 
u=0,(7,t} EIQ XR, (5.81) 
u(x) = up{z),u, (2,0) = ulz) (5.82) 
记 

G = [einer ` (5.83) 
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设 满足 如 下 条 件 ; 
(H) im int 2259 (5.84) 
(Hz) 存在 c > 0 使 得 
s(s) ~ 1G AEO 55 (5.85) 


(Hs) [g“(s)|<ea(1+/s|*), 


lim inf 
1 一 一 


0<7y<oo n=1,2 
sr n=3 (5.86) 
y=0 n4 
(Hy) lgs | <e3(14+ lsi? D),n=1,2,3 (5.87) 


i A=-A,V=H}(0),H=L7(2),E=VXH,E,=D(A)x 
V,D(A)=H7(0)N AMO). FHAA: 

定理 5.7 设 (Hi) 一 (Hs) 成 立 , 旦 EH, WA 

(1) (5.80) ~ (5.82) XHAFER S(1) 在 EE SEEE 
BARRA sy 在 E PAR, Ht E 空间 存在 有 界 闭 的 
AER UK SE Bo; 

(2) 存 在 cz >0 ,使 得 对 每 个 R>O, 

sup |e (Pleva, 1 Sci(R) < (5.88) 


lyll sR 
其 中 | | v= (N70, At? a) ,特别 V= V GA a’ H 
中 内 积 记 为 (,) RIE || llo. 
(3)S(z) 存 在 如 下 分 解 : 
S(t) = Silt) + $2(1) (5.89) 
其 中 
aye 


| Sit) | Le) < coexp{ - a) ye 20 (5.90) 


ay=min( 5-5) 0<e<ey=min( 41) cg= (14 ay), a, 
是 A 的 第 一 特征 值 ;Ss(z) 在 玉 空间 是 --- 致 紧 的 . 
设 (wo,wi)EE 且 uo?+ I ui HESR, We RE 5.7 知 
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FE EPA RARER AR B= lu, v)i la ltt lv lope}, 
使 得 S(t) BoSBo, V 1220, RAH 5.7 的 (3) 知 只 要 (0, wi) 
Bo ,就 存在 1, >0, 使 得 :之 时 有 S.(1) Bp B., B: EE HR. 
注意 到 
diste (S(t)(ug.u1),Bo) 
< || SC) (uo, uy) - Sole) (ug, u) lle 
= [SyCe)Cuadle 


t 
= | Cuou le, Ve Sey 


< cpexp} 一 


co 5 Cuou) ER. G Opa x) EMMY 2) € B2, 半 径 为 二 的 球 对 
By ty LH, Poe ere 1 的 球 ,如 果 1 充分 大 使 得 


copoexp| -HEIKE ME S(t) BoCUO lz), RE B= 
SUIE. dt tm ta E PR, W BCB 也 是 不 变 的 且 为 
101(z)| 有 限 覆 盖 , 由 Si(z) Ho 的 指数 衰减 性 知 B 是 汤 近 紧 的 . 

现在 我 们 证 明 : 

命题 5.8 设 (H1) 一 (H4) 成 立 , 则 5S(z) 在 EE PRE. 

IA 令 (2),wus(z) 是 (5.80) 一 (5.82) 的 两 个 解 , 记 olt) 
= ult) ult), Uo 满足 

w + aw + Aw + glu) — glu.) = 0 (5.91) 


w(0) = jo,w(0) = wy (5.92) 
改写 (5.91) 为 
w + aw’ + Aw 4 g (ea = (5.93) 
E= uzt rw, 0SrS1. A w t ow 与 (5.93) 取 内 积 ,o 待定 , 则 有 
dolu) + H(w) =0 (5.94) 
其 中 
plow) = lali taleli + læ i3 
+2polw,w ) + (w,g (Ew) (5.95) 
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H(w) =2p l oli + 2(a — p) ll w’ | 2 
+2p(wg (Em) — (wg (ew) (5.96) 
我 们 证 明 : 当 wE QKE 时 ， 
(ele) QKE 中 等 价 范 , 即 存在 ci ,cs>0, 使 得 


cii Cw,w’) II Ops pla) 
cz || lwrw ) bE (5.97) 


(DEE 8,8>0, 使 得 
Hlo) — 6p(w) >- AnA | (w, 0) liZ ag (5.98) 


其 中 c >0 与 ww 无关 . 
利用 2p|(w， SZ lo 3 +2 læ 8 (5.99) 
I (wg (Eju) lS (R) i w || 7 Il æ IIo 


l, 
SARE lol? (5.100) 


于 是 
_1. 
pla) SA- (RAR) ohi+ Pia ig 
+ (1-2 -4 že) | w | (5.101) 
B pSpi= GN 适当 大 使 得 
AN?) DS 2c’(R) (5.102) 
则 . 
pla) >> Wow’) Wag (5.103) 
类 做 有 


po) < (+E) Now ae (6.104) 


到 cl= 寺 ,cz= 志 + 所 ,这 就 证 明了 (1) 


H(w) - plu) =(2e - 8) Ilw il? + Qa —2p-8) lw’ i? 
« 241 . 


+ (20 - 8w, g (E)æ) — apd lw Il 2 


— 208(w,w') - (wg (2) Ea) (5.105) 
由 (5.100) 
-1_ 
(2p — 8) | (wg (6)w) S (2p — 6)e (R)A,? ew |? 
(5.106) 
注意 到 (已 ,) 和 
llis i uy, lo + Íl uz lla < 2p (5.107) 
于 是 
| fwg Eede < 2e lo MAN wi? Wome ll eZ 
< (ZPA NKT + 20AN) | æ Il? (5.108) 
其 中 8= 和 了 >0. 


从 (5.106) ~ (5.108 49 3 


i, 
H(w) - 69(#) >[2e - 8 - (2e - d)c(R)a?, 2 — 2ooaAnd 


— apdanisi — podria] || wl? 
+ (2a -2p - 28) ll æ 3 
— 2ebans || æ |i (5.109) 
我 们 已 利用 
1 208 (we) I< Aa lo 7+ 8 lw’ 3 
取 d= 0, N 适当 大 使 得 : 
ANT SRC (R) + 20, + pt), (o&p) (5.110) 
WA 
H(w) — p(w) Z- 2(p9 + ob) And Ilo HT (5.111) 


这 里 已 利用 0<8< 了 ;于 是 


d 一 ?了 r 
Ple) + bp(w)S20po+ phan 4 Il (w,w ) ll bE (5.112) 


(2) 获 证 ,至 此 立刻 得 到 S(z) 在 B 中 挤 压 性 ,命题 证 毕 .由 命题 
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5.8 和 定理 4.1 我 们 得 到 ， 

定理 5.9 BCH) ~ (Hy) RE, FE H, (ug, wy) EEF, 则 问题 
(5.80) 一 (5.82) 定 义 的 非 线性 半 群 S(t) 存 在 (S(z),B) 指 数 吸 
引子 MM 是 ( 尼 , 忆 ) 型 指数 吸引 子 ， 


§6 吸引 子 分 形 结构 初步 


由 于 吸引 子 包含 了 “ 流 "的 长 时 间 行 为 的 信息 ,因此 吸引 子 结 
板 研 究 成 为 无 穷 维 动力 系统 研究 的 主要 领域 之 一 ,在 对 解 算 子 
S(z) 一 系列 限制 条 件 下 , Babin 和 Vishik 曾 给 出 一 类 正则 吸引 子 
的 构造 ,本 节 我 们 基于 锥 性 质 和 履 盖 技术 ， 在 惯性 分 形 集 的 基础 上 
给 出 一 类 方程 吸引 子 的 几何 分 形 结构 ,同时 给 出 吸引 子 的 一 个 分 
形 局 部 化 指数 逼近 序列 . 

我 们 研究 如 下 和 问题; 


du + Au + R(u)= f, € A = (0,1), 4ER, (6.1) 
u(z,0) = tolz) (6.2) 
ulz,t)=ulr+ le;,t),Wx E R,t >0,1 Sign (6.3) 

记 瑟 = 上 LX(Q), 范 数 记 为 | 10;A ZH 空间 正 自 共 思 无 界 算 子 且 

ARMA FT jot 是 由 A 的 特征 向 量 构 成 的 斑 空间 正 交 基 ;其 

相应 的 特征 值 记 为 {41?; 当 joo 时 ,有 Aj to, 

Bt F (6.1) ~ (6.3) EFRI: 
1. 对 于 由 {6.1) 一 (6.3) 确 定 的 非 线 性 半 群 S(tz) 存 在 整体 紧 

RAF ww CH. l 

2. 在 五 中 存在 S(t) 的 紧 正 向 不 变 集 B, 且 存在 mo >0, 4 

Am +1227 HY, S(t) B E Lipschitz 连续 同时 是 收缩 的 . 


3. 存在 BE [ 0,5 ) ,使 得 : 
[CR (a) - R(u2) v)| <col Af Cu, - uz)lo | Av lg, 


1 
vE D(A*), ui,u3 € B (6.4) 
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命题 6.1( 锥 件 质 ) 设 (6.1) 一 (6.3) 满 足 条 件 (1) ~ (3) ,如 果 
存在 to 使 得 


|plzo)|o = 19(tojlo (6.5) 
AN 充分 大 ,使 得 
Anat — An > coh Pr P AR a + ARP) (6.6) 
WANA 
lalt) lp <i p(t) lo, YEE to (6.7) 


其 中 p(t) = PC uy (2) -— u2(2)), g(t) = QC (2) — u(t), a, 
wz 是 (6.1) 以 u1(0) u (DEB 为 始 值 的 两 个 解 .0 和 8<smin(p ， 
B). 

证 明 类 似 第 一 章 定理 1.3 和 第 4 章 定理 2.1, 从 猪 . 

命题 6.2 在 假设 条 件 (1)、(3) 之 下 ,如 果 |1g(z) lo> 
lAl) t ER, WIH to 所 1 ,只 要 


1- P P 
ANG colAn t ANa (6.8) 
就 有 
la 2) 12 < | g(t0) [Peo (6.9) 
1-8. a A, 
Bop pare, (Aysi cody CAN). 


证 明 ”完全 类 似 于 第 4 章 定理 2.1, 从 略 . 
命题 6.3 在 条 件 (1) 一 (3) 之 下 ,方程 (6.1) 的 吸引 子 w, 成 立 
如 下 包含 关系 : 


ACT ACE, Vk (6.10) 
特别 有 of SP 0 
其 中 卫 是 满足 锥 性 质 ， 

lu— vio sev2! Pulu — v} lo (6.11) 
点 的 极 大 集 ,而 N 满足 


N maxi No | An +1 之 mo» 
8+ By 2 2p 2p 
Anti 一 AN, 六 cydy 7 Pat + an? 
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- B A 
AN 多 = cn (Xt + Àn )| (6.12) 
EVAS MEX, 


Po =URo UE SG) EM (6.13) 
证 明 吸引 子 wf 与 荆 之 间 存在 二 种 关系 ， 
(Ds ET 
(Qa NTr=$ 
(3) NT=T, 


对 于 (1),(6.10) 已 被 证 明 .对 于 (2), 设 uy (2), welt) Eo He 
Tgtz)1o>1p(z)1o, 由 命题 6.2, 我 们 有 
| g(t) 16 Set) | alto) 12 
注意 xi (1), woe) E wy, 故 它们 对 任何 oy <2, 均 属于 ,因此 
Lala) lie2ce Y(t, 其 中 < 仅 与 8 BREA t-ty> + 0,8 
la(e)io=0,18 Fl p(t) [o<l a(t) lo, MH p(t) p= MAS 
lal lalt) |, Ai C2) AR aT RR RAE. HTO) r= 
A/D A Po HFE, i uilt), u(t) Æ r- ff BR A, E 
A(t)=lqCe)io—| p(t) lo >0, MA MEET to<t, ER 有 
ulto) u(t EP ARR MW A (tg) <0 对 某 to 成立, 由 A(t) 
关于 上 连续 , 必 存 在 tiS Hsr (EH A(t) =0, 但 由 命题 6.1 
推 得 h(z)<<0, 这 又 矛盾 于 (0), a) E T, OME AT <e, 
ulto), ualt Ere, E P°OT= #$, 如 同 (2) 所 证 ,T=$, 即 yy 
Er, RO) GA vor, 
其 次 证 明 VCE yp. 4 
Wi 5 Bete; oj.) N of 

由 wfC S(t )8, VRSI RTH S(t SS (te) (Beg 
la NEG ,)B), 但 是 Ha SVP, AA of ERE ER 
St), SVET, Bye, MB, S(t, ) sf og S 


by — 
Ekri :注意 到 U Ber (aj... ) 是 S(t ¥ )B IK BR 3 i=l, 


* MS + 


ok RULE of BA Pe DA Ti 
A= SNES.) U Bera 4,) N A) 


Íi a= ley, 


< ( 


U Slt.) Bela) ND) 


J 


hy 
= U „SG a EARN 


jt 
ko 
S -Y kt 
= E", Yk 之 1 | <u) 


故 (6.18) 获 证 ,从 而 命 古 5.3 被 证 明 . 

推论 ”在 命题 6.3 同样 假设 条 件 下 ,(S(z),B) 的 IFS 由 下 式 
给 出 : 

M =, S(t) Po 

定理 6.4 (吸引 子 户 部 化 和 分 形 结构 ) 在 条 件 (1 一 (3) 之 
F, U1” 是 .的 紧 分 形 局 部 化 指数 逼近 序列 ,特别 有 

f= k1 U: (6.15) 
ma 
dist( Uz A < cre + (6.16) 
其 中 U, =U E™ crc. 是 常数 . 

证 明 令 U,=US,E. ET U ABANA k>, US 
B, ři BH RK U, 在 日 中 紧 (Y& 之 1), 显 然 有 U2U2 
DU; fi s CEM, VR HEM! UIP Æ of EH PRA 
PUY PS i u EU, 中 任 一 点 , 则 至 少 存在 一 点 vE, it A 
VEE nj MI He 成立, 于 是 

dist( Ui A dist(u, v) 
< Bépla; i) 的 半径 
= HR -cle (注意 0<6<1) 
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利用 H SES HEM NP... U, 是 非 空 RMA SH, H U, 定义 
Al 
AST) U; (6.17) 
另 一 方面 ,利用 B EAE A EOC St(z。)B ,我 们 有 
Eee SEH, )B 

CSH(,)B, Yij>0 (6.18) 

RU,SS(t.)B,A 
NUS FSB 
SENU, oS + kt.) B) 


=A Urey SOIB = of (6.19) 
结合 (6.17), (6.19) 得 定理 结论 . 
应 用 上 述 结果 ,我 们 看 到 一 些 非 线 性 发 展 方程 的 吸引 子 在 有 
限 维 空间 具有 紧 分 形 结构 . 
A. Chaffee-Jnfante 方程 
Get Au + Au) =0, z€ O14, d = 1,2 (6.20) 
其 中 A= -A,4>0， 
已 知 (6.28) 在 H PRERA FERD. 
B= {uu€H,|u lo K] (6.21) 
而 且 满 足 条 件 (1) 一 (3) ,其 中 mo= c;| 1a22, 
由 于 
I(RCu)) - Ruz), u) << 7a | uy ~ uz lol v Ig 
则 房 = 应 =0,co=7h, 条 件 (6.6), 变 为 
Anat — Ay 2 14, (6,22) 
由 此 , 当 d=1 时 ,在 N 维 空 间 , (6.20) 的 吸引 子 具有 分 形 结构 ,N . 
Smax [E VTA, cp VR is EY d2 时 > N 满足 flean > 
max|142 ,czX| ,在 NN 维 空间 吸引 了 也 具有 分 形 结构 . 
B. KS 方程 


du 
dt 


3 hEn i 周期 的 .A= 
已 知 


+u” + uu =0,. < 人- 去 二 六 :>0 (6.23) 
£, 


B= tu € H, | uio < pol tslo& pl 
是 (6.23) 周 期 初 边 值 问 题解 算 子 S(z) 的 紧 不 变 集 . 且 满 足 条 件 
(1) 一 (3). 其 中 
mg 二 cal? cy 是 常数 (6.24) 
由 于 
(RG) - R(uz), v) 
& <|Atalg | Ade: igt ob of? lulol Ad ule 
<í ERALDA LAaulg (6.25) 
HP w= uj ur. BH B= fa gM co= 14 ay -12 elo 12 ,条 件 
《6.6) 和 (6.8) 分 别 变 为 
AR ~ RS = co (6.26) 
对， ca(Adar a8) (6.27) 
4855, WUE (6.27) fa & E (6.26) 1 (6.26) BPH RA NS 
cof) veal? , 故 对 于 KS 方程 的 吸引 子 of HE cf? 维 空间 具 
有 紧 分 形 结构 . 
C. KKSS 方程 
dey + [2 lu Pu DY = (uP + aw = 0 (6.28) 


Oi B= fuE€H,l|u’ loto 和 |w” lo 所 pz1 ,是 紧 正 向 不 变 
集 , 问 题 (6.28), (6.2), (6.3) 满 是 条 件 (1) ~ (3), Homo = 
cemax| 8” ol, pit 304p3| ， 由 于 


max 


i 
| (RC) — Rug), 0) | Slag! + 2(1 + 36p1p2 + ay 292 0} 
+ 248 + 


因此 


1 
nee 

ms 

2 


Ep 
1f al 2ip1p2 4 4/2 ł 
N > 2 (a + 2+ 660) 02 taj <pie: + 1260? p? (去 ) 
(6.29) 
和 
3 
Aha > = col Akay + ah) (6. 30) 


于 是 类 同 例 2,KSS HERI F si Ze HSN 维 的 紧 分 形 结 
构 , 其 中 N 满足 ; 


54 ad 
N2>max| c /8pipasc e(o + pfp3 )4, 
{ l 3 l 4 
= 4 
fe + 1+ 381, + ( ue? +68 Vormz( 去 ) | (6.31) 


其 中 c= 3 (2c6) 4. 

it: Babin 和 Vishik 曾 从 稳定 HJE FAR BSE WT E A 
定义 了 一 类 正则 吸引 子 ， 并 在 一 系列 限制 条 件 下 给 出 正则 吸引 子 
结构 刻 划 ,读者 可 参阅 :A.V, Babin and M. I. Vishik, Regular at- 
tractors of semigroups and evolution equations, J. Math. Pures and 
Appl. , 62 (1983), 441 ~ 491, 也 订 参 阅 Babin 和 Vishik 的 专著 
“Attractors of Evolution Equations, North-Holland”,1992, 第 5 章 第 
6 Ë. 
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